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Coherent states of the quantum electromag
netic field, the quantum description of ideal 
laser light, are prime candidates as information 
carriers for optical communications. A large 
body of literature exists on their quantum
limited estimation and discrimination. How
ever, very little is known about the practi
cal realizations of receivers for unambiguous 
state discrimination (USD) of coherent states. 
Here we fill this gap and outline a theory of 
USD with receivers that are allowed to em
ploy: passive multimode linear optics, phase
space displacements, auxiliary vacuum modes, 
and on-off photon detection. Our results in
dicate that, in some regimes, these currently
available optical components are typically suf
ficient to achieve near-optimal unambiguous 
discrimination of multiple, multimode coher
ent states. 

1 Introduction 

Quantum mechanics places fundamental limits on the 
distinguishability of non-orthogonal quantum states . 
This fact underpins applications in quantum informa
tion science and technology, most notably in quan
tum cryptography [1], and constrains the perfor
mance of quantum sensors [2, 3], quantum communi
cations [4, 5], and of probabilistic algorithms in com
putation [61. However, quantum mechanics also pro
vides the tools to identify these limits and approach 
them through the design of practical receivers [7-91. 
Within the framework of optical quantum information 
science and technology, coherent states of the electro
magnetic field play a prominent role as information 
carriers in terrestrial and space-based quantum net
works [5, IOI. This is essentially since these states 
are relatively easy to prepare and control experimen
tally, and are robust to loss. They are in fact the only 
pure states that have a classical limit, yet they exhibit 
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fundamental quantum properties when sufficiently at
tenuated [11, 12]. 

This paper focuses on the quantum-limited detec
tion of coherent states. We present a few explicit and 
practical schemes for unambiguous state discrimina

tion (USD) of coherent states. In particular, instead 
of considering global bounds, our goal is to design 
practical receivers that can be realized with linear 
optics and on-off photodetection. For brevity, we re
fer to them as linear receivers. In some cases, we 
show that linear receivers nearly saturate the global 
bounds, which can be computed using the general the
ory of USD [13-22]. 

A well-designed quantum receiver combines prac
ticality with high performance, where the latter is 
quantified through a suitable task-dependent figure 
of merit. In ambiguous state discrimination (ASD), 
the receiver is designed to always provide an output, 
with the goal of minimizing the average error proba
bility. The latter is ultimately limited by the Yuen
Kennedy-Lax (YKL) conditions [23] (which reduces to 
the Helstrom bound for two states [241). Alternative 
figures of merit are preferred for quantum key dis
tribution [25--28] and quantum digital signatures [29], 
where an exact state identification improves the trans
fer of secure information that cannot be forged or re
pudiated. This framework is known as USD, where 
the receiver either identifies the state without error, 
or outputs an inconclusive result, and the goal is to 
minimize the average probability of such inconclusive 
result [13, 141. The ultimate bounds to USD can be 
computed using the theory of Peres and Terno [151 or 
that of Sun et al. [21] and Bergou et al. [22], which in 
a sense provide the analogue for the YKL conditions 
for USD. These bounds can be computed efficiently 
through semidefinite programming [16], and some
times allow for an exact analytical solution [21, 221. 
However, experimentally attaining the bounds, in par
ticular for the discrimination of coherent states, may 
require high non-linearities that may be un-accessible 
even with state-of-the-art or near-term future optical 
technologies. 

There is a wide body of literature devoted to estab-
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li s hi n g t h e gl o b al b o u n d f or U S D f or di ff er e nt f a mili e s
of q u a nt u m st at e s [ 1 7 – 2 2 ]. H o w e v er, d e s pit e t h e s e
a d v a n c e s, v er y littl e i s k n o w n a b o ut pr a cti c al U S D
r e c ei v er s f or c o h er e nt st at e s, a n d w h et h er t h e y c a n
a c hi e v e t h e gl o b al b o u n d s [ 2 7 , 3 0 – 3 3 ], wit h m o st of t h e
a v ail a bl e w or k s f o c u si n g o n p h a s e- s hift k e yi n g. F or
cl a s si c al c o m m u ni c ati o n s u si n g c o h er e nt- st at e m o d u-
l ati o n, a j oi nt q u a nt u m m e a s ur e m e nt a cti n g o n t h e
r e c ei v e d c o h er e nt- st at e c o d e w or d t h at p erf or m s U S D
a c hi e v e s t h e o pti m al c o m m u ni c ati o n c a p a cit y all o w e d
b y q u a nt u m m e c h a ni c s [ 3 4 ], k n o w n a s t h e H ol e v o c a-
p a cit y [ 3 5 ]. F urt h er m or e, w h e n a cti n g o n a fi nit e-
l e n gt h i n n er c o d e c o m pri s e d of t e n s or p r o d u ct of c o-
h er e nt st at e s, t h e U S D m e a s ur e m e nt c a n e v e n at-
t ai n a hi g h er c h a n n el c a p a cit y — S h a n n o n c a p a cit y of
t h e s u p er c h a n n el i n d u c e d b y t h e i n n er c o d e a n d t h e
r e c ei v er — c o m p ar e d t o t h e o pti m al A S D m e a s ur e m e nt
t h at mi ni mi z e s t h e a v er a g e pr o b a bilit y of err or of
c h o o si n g b et w e e n t h e m o d ul at e d-r e c ei v e d i n n e r c o d e
w or d s [ 3 6 – 3 8 ]. F or p h a s e- s hift e n c o d e d si g n al s, t h e
o pti m al U S D m e a s ur e m e nt i n t h e li mit of s m all p h o-
t o n n u m b er s c o n si st s of m o d e- wi s e di s pl a c e m e nt o p-
e r ati o n s f oll o w e d b y p h ot o n- n u m b er-r e s ol vi n g d et e c-
t or s [ 2 7 ]. F or t h e s o- c all e d bi n ar y p h a s e- s hift- k e yi n g
( B P S K) al p h a b et, t hi s s c h e m e i s s u ffi ci e nt t o att ai n
t h e o pti m al U S D p erf or m a n c e wit h o ut a d a pti v e pr e-
d et e cti o n di s pl a c e m e nt s [ 3 9 ]. P o st- s el e cti n g t h e m e a-
s ur e m e nt r e s ult c a n f urt h er r e d u c e t h e err or r at e f or
a fi x e d pr o b a bilit y of i n c o n cl u si v e r e s ult s [ 4 0 ]. F or
si n gl e- m o d e c o h e r e nt st at e c o n st ell ati o n s wit h m or e
t h a n t w o st at e s, t h er e i s a s u b st a nti al g a p b et w e e n
t h e o pti m al U S D p erf or m a n c e a n d n o n- a d a pti v e r e-
c ei v er s [ 2 7 , 3 0 ]. A n a d a pti v e r e c ei v er f or q u a dr at ur e
p h a s e- s hift- k e yi n g ( Q P S K) h a s d e m o n str at e d a n i m-
p r o v e m e nt t o c orr e ct st at e i d e nti fi c ati o n [ 3 1 ] i n a n
e ff ort t o cl o s e t hi s g a p.

H er e w e o utli n e a g e n er al t h e or y of U S D of c o h er-
e nt st at e s wit h a r e c ei v er t h at l e v er a g e s o nl y li mit e d
r e s o ur c e s, s u c h a s m ulti- m o d e li n e ar p a s si v e o pti c s,
p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt o p er ati o n s, a u xili ar y v a c-
u u m m o d e s, a n d m o d e- wi s e o n- o ff p h ot o n d et e cti o n.
We a p pl y o ur t h e or y t o a n u m b er of e x a m pl e s of dif-
f er e nt c o h er e nt- st at e m o d ul ati o n s, u si n g a s a b e n c h-
m ar k t h e gl o b al b o u n d s o n U S D. T h e l att er ar e c o m-
p ut e d e x pli citl y u si n g t h e t h e or y of R ef s. [ 2 1 , 2 2 ]. We
d e m o n str at e t h at i n s o m e r e gi m e s t hi s pr a cti c al, y et
r e stri ct e d, s et of p h y si c al o p er ati o n s i s t y pi c all y s u ffi-
ci e nt t o d eli v e r n e ar- o pti m al p erf or m a n c e. T hi s w or k
e st a bli s h e s a t h e or eti c al fr a m e w or k t o u n d er st a n d a n d
m a st er t h e d e si g n of r e c ei v er s t o e n a bl e n e ar- o pti m al
U S D of c o h er e nt st at e s.

1. 1 S u m m ar y of r es ults

Pr e vi o u s w or k s i n U S D h a v e pri m aril y f o c u s e d o n
d e v el o pi n g e ffi ci e nt c o m p ut ati o n al m et h o d s t o d et er-
mi n e t h e gl o b al b o u n d s [ 1 5 , 1 6 , 2 2 ], pr o vi di n g n e c-
e s s ar y a n d s u ffi ci e nt c o n diti o n s t h at d e fi n e o pti m al

m e a s ur e m e nt s c h e m e s [ 1 7 , 1 8 , 2 1 ], or c o n si d e ri n g s p e-
ci fi c e x a m pl e s of q u a nt u m st at e s t o c o n str u ct m e a-
s ur e m e nt o p e r at or s [ 1 9 , 2 0 , 3 2 , 4 1 , 4 2 ].

H er e w e f o c u s o n t h e d e si g n of pr a cti c al r e c ei v er s.
We i ntr o d u c e a f a mil y of r e c ei v er s b a s e d o n m ulti-
m o d e li n e ar o pti c s a n d o n- o ff p h ot o d et e cti o n. A p ar-
ti c ul ar str e n gt h of t h e s e r e c ei v er s i s t h at t h e y d o n ot
r e q uir e c o m pl e x a d a pti v e str at e gi e s or n o n-li n e ar o p-
ti c s, w hi c h m a y b e c h all e n gi n g t o i m pl e m e nt. O ur
w or k r e a dil y a d dr e s s e s t h e o pti m al d e si g n t o mi ni-
mi z e t h e a v er a g e pr o b a bilit y of a n i n c o n cl u si v e e v e nt.
F urt h er, f or m ulti m o d e c o h er e nt st at e s, w e pr o vi d e
i nt uiti v e i n si g ht s i nt o h o w t h e p erf or m a n c e of li n e ar
r e c ei v er s d e p e n d s o n t h e n u m b er of m o d e s a n d o n t h e
n u m b er of p h ot o n s d et e ct e d. T hi s i nt uiti o n i s u s ef ul
t o pr o vi d e a n u n d er st a n di n g of h o w t o e x p eri m e nt all y
r e ali z e i m pr o v e m e nt s w h e n u si n g j u st li n e ar o pti c s.

We t e st o ur r e c ei v er d e si g n o n r a n d o ml y g e n er at e d
m ulti m o d e c o h er e nt st at e s, s h o wi n g t h at li n e ar r e-
c ei v er s pr o vi d e n e ar- o pti m al p erf or m a n c e f or a r a n g e
of c o h er e nt st at e s.  N o n-t y pi c al, hi g hl y- d e g e n er at e
c o n st ell ati o n s of c o h er e nt st at e s m a y n e c e s sit at e c o-
i n ci d e n c e m e a s ur e m e nt s t o a c hi e v e U S D. We al s o a d-
dr e s s a n alt er n ati v e fi g ur e of m erit, t h e c o m m u ni c a-
ti o n c a p a cit y, s h o wi n g t h at li n e ar r e c ei v er s a c hi e v e
n e ar- o pti m al p erf or m a n c e b ot h i n t h e a s y m pt oti c
r e gi m e a n d f or fi nit e bl o c k l e n gt h.

T a bl e 1 pr o vi d e s a hi g h-l e v el s u m m ar y of t h e dif-
f er e nt r e c ei v er d e si g n s t h at w e i ntr o d u c e i n t hi s w or k,
al o n g wit h t h eir o pti m al p erf or m a n c e b o u n d s, c o n-
diti o n s r e q uir e d t o s at ur at e t h e s e b o u n d s, a n d h o w
t h e d e si g n s c a n b e a d a pt e d t o h a n dl e g e n er al c o d e s.
O ur cl a s s 1 r e c ei v er s ar e c o m pri s e d of v a c u u m a u x-
ili ari e s, L O P tr a n sf or m ati o n s, a n d o n- o ff p h ot o n d e-
t e cti o n a n d ar e c a p a bl e of di s cri mi n ati n g a n y f ull-r a n k
c o d e b o o k. O ur cl a s s 2 r e c ei v er s i m pr o v e t h e p erf or-
m a n c e b e y o n d cl a s s 1 b y u si n g a d diti o n al m o d e- wi s e
di s pl a c e m e nt o p e r ati o n s a n d al s o e xt e n d t h eir a p pli-
c ati o n s t o c o d e b o o k s wit h si n gl e d e g e n er a c y. Fi n all y,
cl a s s 3 r e c ei v er s u s e t h e s a m e r e s o ur c e s a s cl a s s 2 b ut
m e a s ur e d et e cti o n e v e nt s a cr o s s m ulti pl e m o d e s. O ur
r e s ult s si g ni fi c a ntl y a d v a n c e t h e fi el d b y cl arif yi n g t h e
r e c ei v er d e si g n s t h at ar e b ot h n e ar- o pti m al f or m a n y
c o d e s a n d i m m e di at el y a c c e s si bl e wit h c urr e nt t e c h-
n ol o gi e s.

1. 2 O utli n e

We b e gi n i n S e cti o n 2 b y i ntr o d u ci n g o ur n ot ati o n a n d
t h e b a si c t h e or eti c al t o ol s t o d e s cri b e o ur r e c ei v e r s
b a s e d o n li n e ar o pti c s a n d p h ot o d et e cti o n. We pr o-
vi d e q u alit ati v e b o u n d s t h at i ntr o d u c e k e y i n si g ht s
i nt o t h e p erf or m a n c e of di ff er e nt d et e cti o n s c h e m e s i n
S e cti o n 3 . T h e n, i n S e cti o n 4 w e e st a bli s h a t h e or y t o
f or m ali z e i n a q u a ntit ati v e w a y t h e pr o bl e m of U S D
wit h li mit e d r e s o ur c e s. I n S e cti o n 5 , w e di s c u s s a p pli-
c ati o n s of li n e ar r e c ei v er s t o di ff er e nt c o n st ell ati o n s of
c o h er e nt st at e s, i n cl u di n g t h e p ul s e- p o siti o n m o d ul a-
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Cl a s s 1: si n gl e- d et e cti o n
e v e nt s ( S e c. 4 )

Fi g. 1 : V a c u u m a u xili ari e s, L O P
tr a n sf or m ati o n s, a n d o n- o ff

p h ot o n d et e cti o n

E q. ( 3 4 ): r e q uir e s li n e arl y i n d e p e n d e nt
v e ct or s (r a n k (R ) = c )

Cl a s s 2: si n gl e- d et e cti o n
e v e nt s wit h di s pl a c e m e nt

( S e c. 4. 2 )

Fi g. 2 : V a c u u m a u xili ari e s, L O P
tr a n sf or m ati o n s, di s pl a c e m e nt,
a n d o n- o ff p h ot o n d et e cti o n

E q. ( 3 5 ): v e ct or s at m o st si n g ul arl y
d e g e n er at e (r a n k (R ) ≥ c − 1 )

Cl a s s 3:
d o u bl e- d et e cti o n e v e nt s

( S e c. 4. 3 )

Fi g. 3 : V a c u u m a u xili ari e s, L O P
tr a n sf or m ati o n s, di s pl a c e m e nt,
a n d o n- o ff p h ot o n d et e cti o n

E q. ( 4 7 ): v e ct or s at l e a st d o u bl y d e g e n er at e
(r a n k (R ) ≤ c − 2 )

Gl o b all y o pti m al r e c ei v er
(r e vi e w e d i n A p p. A

a n d B )

M a y r e q uir e n o n-li n e ariti e s a n d
a d a pti v e str at e gi e s

E q. ( 7 7 ) or E q. ( 8 1 )

T a bl e 1: S u m m ar y of r e c ei v er d e si g n s f or U S D of c o d e s c o m pri s e d of c , m - m o d e c o h er e nt st at e s |α j ⟩ , j ∈ [ 1, c]. E a c h cl a s s
i m pl e m e nt s o n- o ff p h ot o d et e cti o n a n d di ff er s i n eit h er t h e d et e cti o n str at e g y or r e s o ur c e s u s e d. N ot e t h at cl a s s 3 r e c ei v er s
c a n r e a dil y b e g e n er ali z e d t o c o d e w or d s wit h ar bitr ar y d e g e n er a c y b y i m pl e m e nti n g m ulti m o d e d et e cti o n e v e nt s ( gr e at er t h a n
t w o ). T h e p erf or m a n c e f or e a c h cl a s s of o ur li n e ar o pti c al r e c ei v er s i s d e fi n e d t hr o u g h a n o pti mi z ati o n pr o bl e m. W e d e v el o p e d
a n u m eri c al o pti mi z er t o a d dr e s s e a c h o pti mi z ati o n a n d d eri v e t h e o pti m al s ol uti o n s. I nt uiti o n i nt o t h e p erf or m a n c e of e a c h
r e c ei v er i s pr o vi d e d i n s e cti o n 3 . N ot e t h e c o n str u cti o n of e a c h r e c ei v er cl a s s u s e s li n e ar o pti c s t h at c a n b e r e a dil y i m pl e m e nt e d,
w hi c h i s i n c o ntr a st t o t h e gl o b all y o pti m al s c e n ari o s u m m ari s e d i n t h e fi n al r o w.

ti o n c o d e s, r a n d o m c o d e s, a n d n o n-t y pi c al d e g e n er at e
c o d e s wit h si n gl e a n d d o u bl e d e g e n er a c y. T h e s e a p pli-
c ati o n s d e m o n str at e t h e str e n gt h s of li n e ar r e c ei v er s
w h e n b e n c h m ar k e d a g ai n st t h e gl o b al b o u n d f or U S D.
Fi n all y, c o n cl u si o n s a n d o p e n q u e sti o n s ar e pr o vi d e d
i n S e cti o n 6 .

2 Li n e ar o pti cs i n p h as e s p a c e

B ef or e d el vi n g i nt o t h e d et ail s of t h e U S D r e c ei v er s,
w e fir st n e e d t o i ntr o d u c e o ur n ot ati o n a n d a f e w b a-
si c el e m e nt s fr o m t h e t o ol b o x of li n e ar o pti c s [ 4 3 ].
C o n si d er a c oll e cti o n of m b o s o ni c m o d e s wit h a n-
ni hil ati o n a n d cr e ati o n o p er at or s { a j , a†j } , f or j =
1 , . . . , m, s ati sf yi n g t h e c a n o ni c al c o m m ut ati o n r el a-
ti o n s, [a j , a†j ′ ] = δ j j ′ . T h e s e m o d e s m a y r e pr e s e nt a
n u m b er of p h y si c al d e gr e e s of fr e e d o m, e. g., p ol ari z a-
ti o n, tr a n s v er s e w a v e v e ct or, ti m e of arri v al, or bit al
a n g ul ar m o m e nt u m, a s l o n g a s t h e y ar e all d e g e n e r at e
i n fr e q u e n c y. A c o h e r e nt st at e o n m o d e j i s d e n ot e d
a s |α ⟩ j a n d i s c h ar a ct eri z e d b y it s c o m pl e x a m plit u d e
α . We h a v e

|α ⟩ j = e − 1
2 |α |2

∞

k = 0

α k

√
k !

|k ⟩ j , ( 1)

w h er e

|k ⟩ j =
1

√
k !

(a †
j )

k |0 ⟩ ( 2)

i s t h e F o c k st at e wit h k p h ot o n s o n m o d e j , a n d |0 ⟩
i s t h e v a c u u m st at e. A m ulti m o d e c o h er e nt st at e i s
t h e dir e ct pr o d u ct of m c o h er e nt st at e s:

|α ⟩ =
m

j = 1

|α j ⟩ j . ( 3)

S u c h a st at e i s u ni q u el y i d e nti fi e d b y it s a m plit u d e
v e ct or α = ( α 1 , α2 , . . . , αm ). A s |α j |

2 i s t h e m e a n
p h ot o n n u m b er i n m o d e j ,

n : = |α |2 =
m

j = 1

|α j |
2 ( 4)

i s t h e t ot al m e a n p h ot o n n u m b er i n t h e st at e.
T h e f u n d a m e nt al m at h e m ati c al str u ct ur e i n q u a n-

t u m m e c h a ni c s i s t h e s c al ar pr o d u ct d e fi n e d i n t h e
Hil b ert s p a c e. T h e s c al ar pr o d u ct b et w e e n t w o m ul-
ti m o d e c o h er e nt st at e s |α ⟩ a n d |β ⟩ r e a d s

⟨α |β ⟩ = e x p −
1

2
|α |2 −

1

2
|β |2 + α ∗ · β , ( 5)

w h er e

α ∗ · β =
m

j = 1

α ∗
j β j . ( 6)

i s t h e s c al ar pr o d u ct b et w e e n t h e a m plit u d e v e ct or s.
T h e Hil b ert- s p a c e s c al ar pr o d u ct i s i n v ari a nt u n d er
t h e a cti o n of g e n er al u nit ar y tr a n sf or m ati o n s i n t h e

A c c e pt e d i n Q u a n tu m 2 0 2 3- 0 5- 1 1, cli c k titl e t o v erif y. P u bli s h e d u n d er C C- B Y 4. 0. 3



Hil b ert s p a c e a n d i s t h e c e ntr al m at h e m ati c al str u c-
t ur e u n d erl yi n g t h e gl o b al b o u n d s o n U S D [ 1 5 ]. N ot e
t h at t hi s gl o b al b o u n d i s k n o w n t o b e a c hi e v e d b y
s o m e m e a s ur e m e nt s. H o w e v er, f or g e n eri c st at e s, w e
d o n ot e x p e ct a n y p arti c ul ar f or m f or s u c h o pti m al
m e a s ur e m e nt.

Si n c e o ur f o c u s h er e i s o n a c hi e vi n g U S D u si n g
a p arti c ul ar s u b s et of m e a s ur e m e nt s, w hi c h i n cl u d e s
li n e ar o pti c s a n d p h ot o d et e cti o n, t h e Hil b ert- s p a c e
s c al ar pr o d u ct m a y n ot b e t h e m o st u s ef ul m at h e m ati-
c al t o ol. T h er ef or e, w e c o n si d er a n alt er n ati v e n oti o n
of s c al ar pr o d u ct t h at s e e m s m or e n at ur all y s uit e d
t o d e s cri b e q u a nt u m m e c h a ni c s u n d er a r e stri ct e d s et
of all o w e d m e a s ur e m e nt s. T o i d e ntif y t hi s alt er n a-
ti v e s c al ar pr o d u ct, w e n e e d t o c o n si d er i n m or e d e-
t ail t h e s et of u nit ar y li n e ar o pti c s o p er ati o n s, w hi c h
p r e s er v e t h e t ot al m e a n p h ot o n n u m b er. T h e s e o p-
e r ati o n s i d e ntif y t h e gr o u p of Li n e ar O pti c al P a s si v e
( L O P) u nit ar y tr a n sf or m ati o n s [ 4 4 , 4 5 ].

L O P u nit ari e s m a p c o h er e nt st at e s i nt o c o h er e nt
st at e s.  T h e c o m p o n e nt s of t h e a m plit u d e v e ct or
t r a n sf or m a s f oll o w s,

α j →
m

k = 1

U j k α k ( 7)

w h er e [U j k ] i s a m × m u nit ar y m atri x. M ulti m o d e
L O P tr a n sf or m ati o n s c a n b e i m pl e m e nt e d p h y si c all y
b y c o m bi ni n g li n e ar o pti c s el e m e nt s a s b e a m s plitt er s
a n d p h a s e s hift er s, a n d ar e m at h e m ati c all y d e s cri b e d
a s u nit ar y m atri c e s. Gi v e n a u nit ar y m atri x d e s cri p-
ti o n of t h e L O P tr a n sf or m ati o n s, t h er e ar e k n o w n, ef-
fi ci e nt pr o c e d ur e s t o si m ul at e it a s a n et w or k of b e a m
s plitt er s a n d p h a s e s hift er s [ 4 6 – 4 8 ].

N ot e t h at t h e s c al ar pr o d u ct b et w e e n a m plit u d e
v e ct or s i n E q. ( 6 ) i s i n v ari a nt u n d er t h e a cti o n of
L O P u nit ari e s. T h er ef or e, gi v e n a p air of m - m o d e
c o h er e nt st at e s |α ⟩, |β ⟩, wit h a m plit u d e v e ct or s α =
(α 1 , α2 , . . . , αm ) a n d β = ( β 1 , β2 , . . . , βm ), w e d e fi n e
t h e p h a s e- s p a c e s c al a r p r o d u ct a s

(α , β ) =
m

j = 1

α ∗
j β j . ( 8)

T h e p h a s e- s p a c e s c al ar pr o d u ct will pl a y i n o ur a n al-
y si s a si mil ar r ol e pl a y e d b y t h e Hil b ert- s p a c e s c al ar
p r o d u ct i n t h e t h e or y of U S D d e v el o p e d b y P er e s a n d
Ter n o [ 1 5 ], a n d it will g ui d e u s i n d e si g ni n g o ur li n e ar
r e c ei v er s f or U S D of c o h er e nt st at e s.

I n t h e r e st of t h e p a p er, w e will c o n si d er e x a m pl e s
of c o d e s c o m pri si n g c ≥ 2 m - m o d e c o h er e nt st at e s,
i d e nti fi e d b y c a m plit u d e v e ct or s α 1 , α 2 , . . . , α c . We
c a n arr a n g e t h e s e v e ct or s i nt o a r e ct a n g ul ar m atri x

wit h c r o w s a n d m c ol u m n s,

R =













α 1

α 2

...

α c













=













α 1
1 α 1

2 . . .  α1m

α 2
1 α 2

2 . . .  α2m
...

...
...

...

α c
1 α c

2 . . .  αcm













. ( 9)

It i s w ell k n o w n t h at p ur e st at e s c a n b e u n a m bi g u-
o u sl y di s cri mi n at e d if a n d o nl y if t h e y ar e li n e arl y
i n d e p e n d e nt [1 7 ]. I n o u r s etti n g, w h er e w e o nl y al-
l o w f or li mit e d r e s o ur c e s, t hi s c o n diti o n n e e d s t o b e
m o di fi e d. A s a m att er of f a ct, w e n e e d t o l o o k at
t h e n oti o n of li n e ar i n d e p e n d e n c e i n p h a s e s p a c e, n ot
i n t h e Hil b ert s p a c e. T hi s alt er n ati v e n oti o n of li n-
e ar i n d e p e n d e n c e, w hi c h w e si m pl y c all p h a s e- s p a c e
li n e a r i n d e p e n d e n c e, i s stri ctl y r el at e d t o t h e p h a s e-
s p a c e s c al ar pr o d u ct i ntr o d u c e d a b o v e. T h er ef or e, w e
will s a y t h at t h e gi v e n c o h er e nt st at e s ar e li n e ar i n d e-
p e n d e nt i n p h a s e s p a c e if t h eir a s s o ci at e d a m plit u d e
v e ct or s ar e li n e ar i n d e p e n d e nt, i. e., if t h e m atri x R i n
E q. ( 9 ) h a s m a xi m u m r a n k. N ot e t h at t hi s i s p o s si bl e
o nl y if c ≤ m . B el o w w e d e s cri b e a s c h e m e f or U S D
of c o h er e nt st at e s t h at w or k s w h e n t h e a s s o ci at e d R -
m atri x i s f ull r a n k.

I n g e n er al, o ur r e c ei v e r s will al s o e x pl oit a n u m b er
of a u xili ar y m o d e s. We will t h e n i ntr o d u c e m ′ a d di-
ti o n al o pti c al m o d e s ( a s w e s e e b el o w, it i s s u ffi ci e nt
t o u s e m ′ ≤ m a u xili ar y m o d e s), c h ar a ct eri z e d b y t h e

c a n o ni c al o p er at or s { a m + j , a †
m + j } , f or j = 1 t o m ′.

T h e t ot alit y of m + m ′ will b e mi x e d at a L O P u ni-
t ar y o v er m + m ′ m o d e s, w hi c h i s r e pr e s e nt e d b y a
u nit ar y m atri x of si z e m + m ′. If all m o d e s ar e i ni-
ti all y pr e p ar e d i n a c o h er e nt st at e, wit h a m plit u d e
v e ct or α = ( α 1 , . . . , αm , αm + 1 , . . . αm + m ′ ), t h e n t h e
o ut p ut i s al s o a c o h er e nt st at e, wit h a m plit u d e v e c-
t or β = ( β 1 , . . . , βm , βm + 1 , . . . βm + m ′ ), w h e r e t h e it h
o ut p ut a m plit u d e r e a d s

β i =
m + m ′

j = 1

U i j α j =
m

j = 1

M i j α j +
m + m ′

j = m + 1

N i j α j , ( 1 0)

w h er e M a n d N ar e s u b m atri c e s of U , wit h M i j = U i j

f or j = 1 , . . . , m, a n d N i j = U i j f or j = m + 1 , . . . , m+
m ′. F or o ur a p pli c ati o n s, w e ar e oft e n i nt er e st e d i n
t h e c a s e w h er e t h e m ′ a n cill ar y m o d e s ar e pr e p ar e d
i n t h e v a c u u m st at e, i. e., α m + j = 0 . I n t hi s s etti n g,
w e si m pl y h a v e

β i =
m

j = 1

M i j α j . ( 1 1)

W h e n t h e o ut p ut c o h er e nt st at e i s m e a s ur e d b y
m o d e- wi s e p h ot o d et e cti o n, f or a n y i w e will h a v e a
c ert ai n pr o b a bilit y of d et e cti n g a p h ot o n i n t h e it h
m o d e. T hi s pr o b a bilit y i s r e a dil y c o m p ut e d a s

P i (α , U) = 1 − e x p −| M i · α |2 , ( 1 2)
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w h er e

M i = ( M i 1 , Mi 2 , . . . , Mi m ) ( 1 3)

a n d

M i · α =
m

j = 1

M i j α j . ( 1 4)

T h e p h ot o n d et e cti o n pr o b a bilit y i n E q. (1 2 ) i s t h e
k e y q u a ntit y t o c h ar a ct eri z e o ur li n e ar r e c ei v er s, a s
w e di s c u s s i n S e cti o n 4 .

Fi n all y, w e r e c all t h at t h e di s pl a c e m e nt o p er at or,
d e n ot e d a s D (γ ), m a p s a c o h er e nt st at e i nt o a c o h er-
e nt st at e wit h a di s pl a c e d a m plit u d e:

D (γ )|α ⟩ = |α + γ ⟩ . ( 1 5)

I n t h e m - m o d e c a s e, t h e di s pl a c e m e nt o p e r at or i s
i d e nti fi e d b y a c o m pl e x di s pl a c e m e nt v e ct or, γ =
(γ 1 , γ2 , . . . , γm ), s u c h t h at

D (γ )|α ⟩ = |α + γ ⟩ , ( 1 6)

w h er e α + γ = ( α 1 + γ 1 , α2 + γ 2 , . . . , αm + γ m ) a n d
D (γ ) = D (γ 1 ) ⊗ D (γ 2 ) ⊗ · · · D (γ m ).

3 Q u alit ati v e a n al ysis of li n e ar r e-

c ei v ers f or U S D of c o h er e nt st at es

T hi s w or k a d dr e s s e s t h e f oll o wi n g g e n er al q u e sti o n:
Gi v e n a c oll e cti o n of c , m - m o d e c o h er e nt st at e s |α j ⟩,
wit h a m plit u d e v e ct or s α j = ( α j

1 , αj2 , . . . , αjm ) a n d
p ri or pr o b a biliti e s p j , i s it p o s si bl e t o di s cri mi n at e
t h e m u n a m bi g u o u sl y u si n g li n e ar o pti c s, m ′ a u xili ar y
v a c u u m m o d e s, a n d m o d e- wi s e p h ot o d et e cti o n ? I n
t hi s S e cti o n, w e pr o vi d e a q u alit ati v e a n s w er t o t hi s
q u e sti o n. T h e s e q u alit ati v e r e s ult s will gi v e s o m e i n-
si g ht i nt o t h e n u m eri c al a n al y si s di s c u s s e d l at er i n t h e
p a p er.

C o n si d er a s et of m - m o d e c o h er e nt st at e s wit h n
m e a n p h ot o n n u m b er. If w e u s e m ′ a n cill ar y v a c u u m
m o d e s, t h e n t h e m e a n p h ot o n n u m b e r p er m o d e i s
ν = n / (m + m ′). T h e s e st at e s ar e pr o c e s s e d t hr o u g h
a L O P u nit ar y, w hi c h pr e s er v e s t h e p h ot o n n u m b er,
a n d t h e n m e a s ur e d b y m o d e- wi s e p h ot o d et e cti o n. O n
a v er a g e, t h e pr o b a bilit y of a si n gl e p h ot o d et e cti o n
e v e nt i n a gi v e n m o d e i s e x p e ct e d t o b e a b o ut

1 − e − f ν . ( 1 7)

w h er e t h e f a ct or f d e p e n d s o n t h e d et ail s of t h e i n-
p ut st at e s a n d L O P tr a n sf or m ati o n a p pli e d. F or w e a k
si g n al s, it i s u nli k el y t o o b s er v e m or e t h a n o n e p h o-
t o d et e cti o n e v e nt. T h er ef or e, w e c a n n ot di s cri mi n at e
m or e t h a n m + m ′ st at e s, i. e., n o m or e t h a n t h e n u m-
b er of si g n al pl u s a u xili ar y m o d e s, a n d t h e r e c ei v er
yi el d s a n i n c o n cl u si v e r e s ult e v er y ti m e n o p h ot o n i s
d et e ct e d. T hi s h a p p e n s wit h pr o b a bilit y

P 0 = e − f ν ( m + m ′ ) = e − f n = 1 − f n + O (n 2 ) . ( 1 8)

T h er ef or e, w e e x p e ct t h e pr o b a bilit y of a n i n c o n cl u-
si v e e v e nt t o d e cr e a s e li n e arl y wit h n f or n ≪ 1 . T hi s
pr o b a bilit y c a n b e f urt h er d e cr e a s e d if i n st e a d of v a c-
u u m a u xili ar y m o d e s w e u s e a u xili ar y c o h er e nt st at e s.
I n f a ct, t hi s w o ul d i n cr e a s e t h e m e a n p h ot o n n u m-
b er fr o m n t o n ′ > n . T hi s str at e g y i s e q ui v al e nt t o
i ntr o d u ci n g p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt i n t h e p o ol of
all o w e d r e s o ur c e s [ 4 9 ]. I n S e cti o n 5. 3 , s e e Fi g. 4 ( a)
i n p arti c ul ar, w e will s h o w t h at t hi s q u alit ati v e b e-
h a vi o ur i s c o n fir m e d q u a ntit ati v el y, b ot h wit h a n d
wit h o ut p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt.

F or bri g ht e r c o h er e nt st at e s, or w h e n t h e fir st or d er
t er m i n n v a ni s h e s, w e n e e d t o c o n si d er j oi nt d et e cti o n
e v e nt s o n p air s of m o d e s. I n t hi s c a s e, t h e n u m b e r of
di sti n ct o ut c o m e s i s

m + m ′

2
, ( 1 9)

w hi c h gi v e s t h e m a xi m u m n u m b er of st at e s t h at c a n
b e u n a m bi g u o u sl y di s cri mi n at e d b y o b s er vi n g c oi n ci-
d e n c e d et e cti o n o n t w o m o d e s. Fr o m E q. ( 1 7 ), a n d
r e c alli n g t h at a m ulti m o d e c o h er e nt st at e i s a pr o d-
u ct st at e, s e e E q. ( 3 ), w e o bt ai n t h e pr o b a bilit y of a
c oi n ci d e n c e

( 1 − e − f ν ) 2 . ( 2 0)

B y i g n ori n g j oi nt d et e cti o n e v e nt s i n m or e t h a n t w o
m o d e s, t h e pr o b a bilit y of o bt ai ni n g a n i n c o n cl u si v e
r e s ult i s

P 0 = e − f ν ( m + m ′ ) ( 2 1)

+ ( m + m ′)e − f ν ( m + m ′ − 1 ) 1 − e − f ν

= 1 −
m + m ′

2
f 2 ν 2 + O (ν 3 ) . ( 2 2)

R e c alli n g t h at ν = n / (m + m ′), w e o bt ai n

P 0 = 1 −
1

2

m + m ′ − 1

m + m ′
f 2 n 2 + O (n 3 ) ( 2 3)

≃ 1 −
1

2
f 2 n 2 + O (n 3 ) . ( 2 4)

I n t hi s c a s e, t h e pr o b a bilit y of t h e i n c o n cl u si v e e v e nt
d e cr e a s e s q u a dr ati c all y wit h n a n d, f or m + m ′ l ar g e
e n o u g h, i s e s s e nti all y i n d e p e n d e nt of t h e n u m b er of
m o d e s a n d a n cill a s. A s f or t h e pr e vi o u s c a s e, u si n g
c o h er e nt st at e s a n cill a s i n st e a d of v a c u u m o n e s, w e
m a y f urt h er d e cr e a s e P 0 , a s t hi s i s e q ui v al e nt t o r e-
pl a ci n g n wit h n ′ > n . T hi s q u alit ati v e r e s ult will b e
c o n fir m e d b y t h e q u a ntit ati v e a n al y si s of S e cti o n 5. 6 ,
s e e Fi g. 7 ( b) i n p arti c ul ar, w h er e w e will di s c u s s e x-
a m pl e s of d e g e n er at e c o d e s w h er e t h e li n e ar t er m i n
E q. ( 1 8 ) v a ni s h e s.

I n pri n ci pl e, a si mil ar q u alit ati v e a n al y si s c a n b e
a p pli e d t o U S D s c h e m e s b a s e d o n a n ar bitr ar y n u m b er
of j oi nt d et e cti o n e v e nt s. We n at ur all y e x p e ct t h at
e v e nt s of j oi nt d et e cti o n of n d p h ot o n s will c o ntri b ut e
t o P 0 wit h a t er m pr o p orti o n al t o n n d . H o w e v er, i n
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t hi s w or k, w e o nl y di s c u s s r e c ei v er s b a s e d o n si n gl e
a n d d o u bl e- d et e cti o n e v e nt s. I n t h e f oll o wi n g S e cti o n,
w e will f o c u s o n p h ot o d et e cti o n e v e nt s o n at m o st o n e
m o d e, a n d pr o vi d e q u a ntit ati v e a n al y si s a n d e x pli cit
U S D s c h e m e s. L at e r i n S e cti o n 5. 6 w e will c o n si d er
a n e x a m pl e of U S D b a s e d o n j oi nt d et e cti o n o n t w o
m o d e s.

4 E x pli cit s c h e m es f or U S D of c o h er-

e nt st at es

B el o w w e pr e s e nt t hr e e s c h e m e s f or li n e ar r e c ei v er s.
T h e fir st t w o, i n S e cti o n s 4. 1 a n d 4. 2 , e x pl oit a si n-
gl e d et e cti o n e v e nt t o a c hi e v e U S D of c o h er e nt st at e s.
T h e t hir d s c h e m e i n S e cti o n 4. 3 e x pl oit s d o u bl e d e-
t e cti o n e v e nt s. T h e s e s c h e m e s ar e n ot n e c e s s aril y o p-
ti m al f or t h e gi v e n r e s o ur c e s, h o w e v er, w e s h o w t h at
t h e y ar e o pti m al or n e ar- o pti m al i n a n u m b er of i n-
st a n c e s.

4. 1 Si n gl e d et e cti o n e v e nts

We n o w i ntr o d u c e a n e x pli cit s c h e m e f or U S D of
m ulti m o d e c o h er e nt st at e s, b a s e d o n si n gl e p h ot o-
d et e cti o n e v e nt s. C o n si d er a s et of c c o h er e nt st at e s
o v er m m o d e s, i d e nti fi e d b y t h e a m plit u d e v e ct or s
α 1 , α 2 , . . . , α c , w h er e α j = ( α j

1 , αj2 , . . . , αjm ). I n
o r d er t o di s cri mi n at e t h e s e st at e s, w e fir st i ntr o d u c e
m ′ a u xili ar y v a c u u m m o d e s, t h e n mi x t h e m o n a L O P
t r a n sf or m ati o n i d e nti fi e d b y t h e (m + m ′) × (m + m ′)
u nit ar y m atri x U , a n d fi n all y a p pl y m o d e- wi s e o n- o ff
p h ot o d et e cti o n. T hi s s et u p i s s h o w n s c h e m ati c all y i n
Fi g. 1 . A s r e c all e d i n S e cti o n 2 , t h e pr o b a bilit y t h at,
gi v e n t h e st at e |α j ⟩ i n i n p ut, a p h ot o n i s d et e ct e d o n
m o d e i i n o ut p ut, i s

P i (α
j , U) = 1 − e x p −| M i · α j |2 , ( 2 5)

w h er e t h e v e ct or s M i ar e d et e r mi n e d b y t h e el e m e nt s
of t h e m atri x U a s di s c u s s e d i n S e cti o n 2 .

If w e w a nt t o a c hi e v e U S D u si n g t h e i nf or m ati o n
o bt ai n e d fr o m a si n gl e p h ot o d et e cti o n e v e nt i n o n e of
t h e o ut p ut m o d e s, t h e n it i s o b vi o u s t h at w e n e e d t o
i m p o s e t h at t h e i n p ut st at e s ar e i n o n e-t o- o n e c orr e-
s p o n d e n c e wit h t h e o ut p ut m o d e s. Wit h o ut l o s s of
g e n er alit y, t hi s m e a n s t h at f or t h e j t h st at e i n i n p ut
all t h e o ut p ut m o d e s ar e i n t h e v a c u u m e x c e pt t h e
j t h m o d e. T h at i s, t h e m atri x U n e e d s t o b e c h o s e n
i n s u c h a w a y t h at

P j (α
j , U) ≥ 0 , ( 2 6)

P i (α
j , U) = 0 f or i ≠ j . ( 2 7)

E x p r e s s e d i n t er m s of t h e v e ct or s M i , t hi s c o n diti o n
r e a d s

M i · α j = δ i j M i · α j . ( 2 8)

...

...

...

...

|α j
1

|α j
m

|0 m + 1

|0 m + m

0

1

0

0

L O P

Fi g ur e 1: Li n e ar r e c ei v er d e si g n, b a s e d o n L O P u nit ar y tr a n s-
f or m ati o n s a n d m o d e- wi s e o n- o ff p h ot o d et e cti o n f or U S D of
c o h er e nt st at e s. T h e i n p ut c o h er e nt st at e s ar e di stri b ut e d
a cr o s s m i n p ut m o d e s wit h m ′ v a c u u m a u xili ar y m o d e s.
N ot e t h at t h e L O P u nit ari e s c a n b e e ffi ci e ntl y i m pl e m e nt e d
t hr o u g h a n et w or k of b e a m s plitt er s a n d p h a s e s hift er s [ 4 6 –
4 8 ].

We n ot e t h at a n o n- z er o m atri x M t h at s ol v e s t h e s e
e q u ati o n s e xi st s if a n d o nl y if t h e a m plit u d e v e ct or s
ar e li n e arl y i n d e p e n d e nt, i. e., t h e m atri x R i n E q. (9 )
i s f ull r a n k 1 .

T h e c o n diti o n s i n E q. ( 2 8 ) e n s ur e t h at t h e d et e cti o n
of a p h ot o n i n o ut p ut m o d e j u n a m bi g u o u sl y i d e nti-
fi e s t h e c o h er e nt st at e |α j ⟩ i n i n p ut. Ot h er wi s e, n o
c o n cl u si o n c a n b e dr a w n i n t h e e v e nt t h at n o p h ot o n
i s d et e ct e d i n a n y of t h e o ut p ut m o d e s. T hi s i s t h e i n-
c o n cl u si v e e v e nt. If t h e i n p ut c o h er e nt st at e |α j ⟩ h a s
pr o b a bilit y p j , t h e n t h e a v er a g e pr o b a bilit y of t h e i n-
c o n cl u si v e e v e nt i s

P 0 =
c

j = 1

p j e x p [ −| M j · α j |2 ] . ( 2 9)

O ur g o al i s t o d e si g n a n e x pli cit r e c ei v er t h at mi ni-
mi z e s t hi s pr o b a bilit y. T hi s c orr e s p o n d s t o p erf or m-
i n g a n o pti mi z ati o n o n t h e c × m m atri x M , k e e pi n g
i n mi n d t h at t h e l att er i s b y c o n str u cti o n a s u b m a-
tri x of a l ar g er u nit ar y m atri x. T hi s l att er c o n diti o n
i s e x pr e s s e d b y t h e m atri x i n e q u alit y

M † M ≤ I , ( 3 0)

w h er e I i s t h e i d e ntit y m atri x ( s e e A p p e n di x C f or
a d e ri v ati o n of t hi s c o n diti o n). I n s ol vi n g t h e c o n-
str ai n e d o pti mi z ati o n, w e p ar a m et eri z e t h e el e m e nt s
of t h e m atri x M a s

M i j = k i v i j , ( 3 1)

1 E q u a ti o n ( 2 8 ) e m e r g e s i n o u r di s c u s si o n of li n e a r U S D r e-
c ei v e r s. T hi s c o n di ti o n pl a y s t h e s a m e r ol e a s E q. ( 7 3 ) w hi c h
a p p e a r s i n t h e g e n e r al t h e o r y of U S D, s e e f o r e x a m pl e t h e w o r k
of P e r e s a n d Te r n o [ 1 5 ]. N o t a bl y, t h e t w o e q u a ti o n s a r e f o r-
m all y e q ui v al e nt u p o n r e pl a ci n g t h e Hil b e r t- s p a c e s c al a r p r o d-
u c t wi t h t h e p h a s e- s p a c e s c al a r p r o d u c t i nt r o d u c e d i n S e c ti o n
2 . I n t hi s s e n s e, o u r t h e o r y i s a m o di fi c a ti o n of t h e a p p r o a c h
of P e r e s a n d Te r n o, b u t i t i s d e fi n e d i n p h a s e s p a c e i n s t e a d of
t h e Hil b e r t s p a c e.
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w h er e k i ≥ 0 ar e c n o n- z er o c o e ffi ci e nt s, a n d v i j ar e
t h e c o m p o n e nt s of c u nit v e ct or s

v i = ( v i 1 , . . . , vi m ) , ( 3 2)

f or i = 1 , . . . , c. T h e u nit v e ct or s v i ar e pr o p orti o n al
t o t h e v e ct or s M i , t h er ef or e c o n diti o n (2 8 ) b e c o m e s

v i · α j = δ i j v i · α j . ( 3 3)

I n c o n cl u si o n, u si n g t hi s p ar a m et eri z ati o n, t h e o p-
ti m al li n e ar r e c ei v er i s d et er mi n e d b y s ol vi n g t h e c o n-
str ai n e d o pti mi z ati o n:

mi ni mi z e
k 1 , . . . , kc

c

j = 1

p j e x p − k j v j · α j 2
,

s u bj e ct t o v i · α j = δ i j v i · α j ,

M i j = k i v i j ,

M † M ≤ I .

( 3 4)

T h e mi ni m al v al u e r e pr e s e nt s t h e mi ni m u m pr o b a-
bilit y of o bt ai ni n g a n i n c o n cl u si v e e v e nt f or di sti n-
g ui s hi n g t h e gi v e n s et of c o h er e nt st at e s u si n g o nl y
v a c u u m a u xili ar y m o d e s, L O P u nit ari e s, a n d o n- o ff
p h ot o d et e cti o n. T hi s v al u e c a n b e c o m p ar e d t o t h e
gl o b al b o u n d o bt ai n e d w h e n g e n er al o p er ati o n s a n d
m e a s ur e m e nt s ar e all o w e d, w hi c h c a n b e c o m p ut e d
a n al yti c all y or n u m eri c all y u si n g r e s ult s alr e a d y a v ail-
a bl e i n lit er at ur e [ 2 2 ].

Fi n all y, w e r e m ar k t h at t h e o pti mi z ati o n p r o bl e m
(3 4 ) i s n ot e x pli citl y d e p e n d e nt o n t h e n u m b er of a u x-
ili ar y m o d e s m ′. H o w e v er, o n c e a n o pti m al f or m f or
t h e m atri x M i s o bt ai n e d, o n e n e e d s t o fi n d a u nit ar y
m atri x t h at e xt e n d s it. I n g e n er al, s u c h a m atri x e x-
i st s o nl y if m ′ i s c h o s e n s u ffi ci e ntl y l ar g e. H o w e v er,
o n e c a n a s s u m e m ′ ≤ m wit h o ut l o s s of g e n er alit y.
A n e x pli cit c o n str u cti o n i s gi v e n i n A p p e n di x C .

4. 2 P h as e-s p a c e dis pl a c e m e nt i m pr o v es U S D

B ett er U S D s c h e m e s, i. e., wit h a l o w er pr o b a bilit y
of t h e i n c o n cl u si v e e v e nt, c a n b e o bt ai n e d b y e nl ar g-
i n g t h e s et of all o w e d r e s o ur c e s. H er e w e d e s cri b e
a U S D s c h e m e o bt ai n e d b y a d di n g t h e o p er ati o n of
p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt. We c o n si d er a s et u p w h er e
m ulti m o d e di s pl a c e m e nt i s fir st a p pli e d t o t h e i n p ut
m o d e s, f oll o w e d b y t h e L O P u nit ar y a n d m o d e- wi s e
p h ot o d et e cti o n. T hi s i s s h o w n i n Fi g. 2 .

T h e o pti m al s et u p i s t h e n o bt ai n e d b y mi ni mi zi n g
t h e pr o b a bilit y of t h e i n c o n cl u si v e e v e nt, w h er e n o w
t h er e ar e m a d diti o n al c o m pl e x d e gr e e s of fr e e d o m,
c orr e s p o n di n g t o t h e c o m p o n e nt s of t h e di s pl a c e m e nt

...

...

...

...

|α j
1

|α j
m

|0 m + 1

|0 m + m
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D ( γ m )

0

1

0

0

L O P

Fi g ur e 2: Li n e ar r e c ei v er wit h i m pr o v e d p erf or m a n c e, e m-
pl o yi n g p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt o p er ati o n s.

v e ct or γ :

mi ni mi z e
k 1 , . . . , kc , γ

c

j = 1

p j e x p − k j v j · α j + γ
2

,

s u bj e ct t o v i · (α j + γ ) = δ i j v i · α j + γ ,

M i j = k i v i j ,

M † M ≤ I .
( 3 5)

T h e e x a m pl e s of S e cti o n 5 will s h o w t h at t h e i ntr o-
d u cti o n of p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt m a y i m pr o v e t h e
p erf or m a n c e of U S D s u b st a nti all y.

A s w e n ot e d a b o v e, t h e c o n str ai nt

v i · (α j + γ ) = δ i j v i · α j + γ ( 3 6)

c a n b e s ati s fi e d if a n d o nl y if t h e di s pl a c e d a m plit u d e
v e ct or s β j = α j + γ ar e li n e arl y i n d e p e n d e nt. T h e
u s e of di s pl a c e m e nt o p er ati o n s h a s t h e a d d e d v al u e
of c a sti n g a li n e arl y- d e p e n d e nt s y st e m wit h si n gl e d e-
g e n er a c y 2 i nt o a n i n d e p e n d e nt o n e. T hi s e xt e n d s t h e
r a n g e of c o h er e nt st at e s t h at c a n b e di s cri mi n at e d u n-
a m bi g u o u sl y. T o s e e t hi s, c o n si d er a li n e arl y d e p e n-
d e nt s et of c o h er e nt st at e s wit h c ≤ m , a n d r a n k-
d e fi ci e nt R m atri x wit h r a n k ( R ) = c − 1 . T h e m atri x
c a n b e m a d e f ull r a n k b y a d di n g t o e a c h r o w a li n e ar
i n d e p e n d e nt v e ct or γ . T h e n e w m atri x,

R 1 =













α 1 + γ

α 2 + γ

...

α c + γ













, ( 3 7)

h a s f ull r a n k a n d r e pr e s e nt s t h e s et of di s pl a c e d c o-
h er e nt st at e s.

2 We c all d e g e n e r at e c o d e a s e t of c o h e r e nt s t a t e s w h o s e a m-
pli t u d e v e c t o r s a r e li n e a rl y d e p e n d e nt i n p h a s e s p a c e. T h e r e-
f o r e, t h e a s s o ci a t e d R m a t ri x i s n o t f ull r a n k. We s a y t h a t t h e
c o d e h a s si n gl e d e g e n e r a c y if t h e r a n k of t h e R m a t ri x i s o n e
u ni t b el o w t h e m a xi m u m v al u e, a n d h a s d o u bl e d e g e n e r a c y if
i t i s t w o u ni t s b el o w t h e m a xi m u m v al u e.
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Di s pl a c e m e nt al s o c o m e s t o t h e r e s c u e w h e n t h e
n u m b er of st at e s i s l ar g e r t h a n t h e n u m b er of m o d e s,
i n t h e c a s e c = m + 1 a n d r a n k ( R ) = c − 1 . T o m a k e
t h e m atri x f ull r a n k, w e fir st a d d o n e a u xili ar y m o d e,
t h e n di s pl a c e t h e m + 1 m o d e s b y (γ , γm + 1 ). T h e n e w
m atri x r e a d s

R 2 =













α 1 + γ γ m + 1

α 2 + γ γ m + 1

...
...

α c + γ γ m + 1













, ( 3 8)

a n d h a s r a n k c f or s uit a bl e c h oi c e s of (γ , γm + 1 ). A n
e x pli cit e x a m pl e of t hi s m et h o d i s pr e s e nt e d i n S e cti o n
5. 7 .

4. 3 D o u bl e d et e cti o n e v e nts

W h e n t h e a m plit u d e v e ct or s ar e n ot li n e arl y i n d e p e n-
d e nt a n d t h e m atri x R h a s m ulti pl e d e g e n er a ci e s, a u x-
ili ar y m o d e s a n d p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt s ar e n ot
s u ffi ci e nt t o m a k e t h e m atri x f ull r a n k. N ot e t h at t h e
o nl y w a y t o d o t h at i s t o u s e a st at e- d e p e n d e nt di s-
pl a c e m e nt, w hi c h w o ul d i m pl y s o m e pri or k n o wl e d g e
of t h e c o d e w or d.

T o b y p a s s t hi s pr o bl e m, h e r e w e f o c u s o n a n alt er-
n ati v e a p pr o a c h b a s e d o n m ulti pl e d et e cti o n e v e nt s.
A s a n e x a m pl e, w e c o n si d er t h e si m pl e st f a mil y of
d o u bl y d e g e n er at e c o d e s, w hi c h i s o bt ai n e d f or c = 3
a n d m = 1 , i. e., a c o d e of t hr e e c o h er e nt st at e s o v er
o n e m o d e: |α 1 ⟩, |α 2 ⟩, |α 3 ⟩. T o di s cri mi n at e t h e s e
st at e s, w e i ntr o d u c e a n e x pli cit li n e ar r e c ei v er d e si g n
t h at m a k e s u s e of t w o a u xili ar y v a c u u m m o d e s. T h e
t hr e e m o d e s ( o n e si g n al a n d t w o a u xili ar y m o d e s) ar e
fi r st mi x e d i n L O P u nit ar y, t h e n di s pl a c e d b y γ 1 , γ 2 ,
γ 3 , a n d fi n all y d et e ct e d a s s c h e m ati c all y s h o w n i n
Fi g. 3 . U nli k e t h e r e c ei v er s of S e cti o n s 4. 1 , 4. 2 , h er e
t w o j oi nt d et e cti o n e v e nt s u n a m bi g u o u sl y d et er mi n e
t h e i n p ut st at e. Wit h o ut l o s s of g e n er alit y, w e r e q uir e
t h at i n p ut st at e |α 1 ⟩ yi el d s t h e v a c u u m i n t h e fir st
o ut p ut m o d e, w h e r e a s t h e ot h er t w o o ut p ut m o d e s
b ot h h a v e a n o n- z er o pr o b a bilit y of p h ot o n d et e cti o n.
Si mil arl y, w e r e q uir e t h at i n p ut st at e |α 2 ⟩ yi el d s t h e
v a c u u m st at e o n t h e s e c o n d o ut p ut m o d e, a n d st at e
|α 3 ⟩ yi el d s t h e v a c u u m o n t h e t hir d o ut p ut m o d e.

T o writ e t hi s c o n diti o n e x pli citl y, c o n si d er t h e u ni-
t ar y m atri x U k i t h at r e pr e s e nt s t h e L O P tr a n sf or m a-
ti o n. T h e n t h e a m plit u d e o n t h e o ut p ut m o d e k , gi v e n
t h e i n p ut st at e |α j ⟩ i s

ζ j
k = U k 1 α j + γ k . ( 3 9)

We r e q uir e t h at t h e o ut p ut a m plit u d e v a ni s h e s f or
j = k , i. e.,

0 = U j 1 α j + γ j , ( 4 0)

fr o m w hi c h w e o bt ai n t hr e e c o n str ai nt s:

γ j = − U j 1 α j , ( 4 1)

f or j = 1 , 2 , 3 . Gi v e n t h e i n p ut st at e |α 1 ⟩, t h e pr o b a-
bilit y of o bt ai ni n g t w o j oi nt p h ot o d et e cti o n e v e nt s o n
m o d e s 2 a n d 3 i s

P ( 2, 3 |1) = 1 − e −| ζ 1
2 |2 1 − e −| ζ 1

3 |2 ( 4 2)

= 1 − e −| U 2 1 α 1 + γ 2 |2 1 − e −| U 3 1 α 1 + γ 3 |2

( 4 3)

= 1 − e −| U 2 1 |2 |α 1 − α 2 |2 1 − e −| U 3 1 |2 |α 1 − α 3 |2 ,

( 4 4)

w h er e i n t h e l a st e q u ati o n w e h a v e u s e d c o n diti o n
(4 1 ). N ot e t h at P ( 2, 3 |1) i s t h e pr o b a bilit y of i d e ntif y-
i n g t h e i n p ut st at e |α 1 ⟩, a s w e u s e d o u bl e p h ot o d et e c-
ti o n e v e nt s t o u n a m bi g u o u sl y di s c ri mi n at e t h e i n p ut
st at e s. Fr o m t hi s e x pr e s si o n, gi v e n t h e pri or pr o b a bil-
it y p j f or c o h er e nt st at e |α j ⟩, w e c o m p ut e t h e a v er a g e
pr o b a bilit y of o bt ai ni n g a n i n c o n cl u si v e e v e nt:

P 0 = 1 − p 1 P ( 2, 3 |1) − p 2 P ( 3, 1 |2) − p 3 P ( 1, 2 |3)

( 4 5)

= 1 − p 1 1 − e −| U 2 1 |2 |α 1 − α 2 |2 1 − e −| U 3 1 |2 |α 1 − α 3 |2

− p 2 1 − e −| U 3 1 |2 |α 2 − α 3 |2 1 − e −| U 1 1 |2 |α 2 − α 1 |2

− p 3 1 − e −| U 1 1 |2 |α 3 − α 1 |2 1 − e −| U 2 1 |2 |α 3 − α 2 |2 .

( 4 6)

T h e o pti m al p erf or m a n c e of li n e ar r e c ei v er s b a s e d o n
d o u bl e d et e cti o n e v e nt s i s t h e n o bt ai n e d b y mi ni mi z-
i n g t hi s e x pr e s si o n f or P 0 u n d er t h e c o n str ai nt t h at
t h e m atri x U i s u nit ar y:

mi ni mi z e
U 1 1 , U1 2 , U1 3

P 0 ,

s u bj e ct t o |U 1 1 |2 + |U 2 1 |2 + |U 3 1 |2 = 1 .
( 4 7)

T hi s c o n str ai n e d o pti mi z ati o n pr o bl e m c a n b e s ol v e d
u si n g L a gr a n g e m ulti pli er s. U si n g t h e s a m e s et u p,
w e c a n g e n er ali z e t hi s a p pr o a c h t o c o d e s wit h hi g h er
d e g e n er a ci e s.

5 E x a m pl es

I n t hi s S e cti o n, w e e x pl or e wit h a f e w e x a m pl e s t h e
p erf or m a n c e of o ur li n e ar o pti c al U S D r e c ei v er s r el a-
ti v e t o t h e gl o b al b o u n d, f or di ff er e nt c o h er e nt st at e s
a n d fi g ur e s of m erit s.  We ill u str at e t h at, d e s pit e
it s si m pli cit y, d e c o d er s c o n str u ct e d u si n g o nl y li n-
e ar c o m p o n e nt s a n d o n- o ff p h ot o d et e cti o n c a n g e n-
er at e n e ar- o pti m al U S D: t hi s i s o b s e r v e d f or r a n-
d o ml y g e n er at e d c o h er e nt st at e s, w h er e p h a s e- s p a c e
di s pl a c e m e nt i s n e c e s s ar y t o a c hi e v e n e ar- o pti m al p er-
f or m a n c e s. T h e sit u ati o n a p p e ar s t o b e di ff er e nt f or
n o n-t y pi c al c o h er e nt st at e s wit h m ulti pl e d e g e n er a-
ci e s, i n w hi c h c a s e w e n e e d t o e x pl oit d o u bl e- d et e cti o n
e v e nt s.
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Fi g ur e 3: Li n e ar r e c ei v er e m pl o yi n g d o u bl e d et e cti o n e v e nt s
t o u n a m bi g u o u sl y di sti n g ui s h d o u bl y d e g e n er at e c o d e s wit h
m = 3 , c = 1 .

5. 1 Dis cri mi n ati o n of P P M c o d es a n d e q ui v a-
l e nt c o d es

A s et of ort h o g o n al v e ct or s c a n al w a y s b e di s cri mi-
n at e d p erf e ctl y. Si n c e c o h er e nt st at e s wit h fi nit e e n-
e r g y ar e n e v er ort h o g o n al, t h e y c a n n ot b e p erf e ctl y
di s cri mi n at e d (t h o u g h t h eir di s cri mi n ati o n c a n b e i m-
p r o v e d b y i n cr e a si n g t h eir di st a n c e i n p h a s e s p a c e). I n
t hi s S e cti o n, w e e x pl or e a p arti c ul ar f a mil y of c o h er e nt
st at e s t h at s h ar e s o m e f or m al f e at ur e s wit h ort h o g o-
n al st at e s. A p ul s e- p o siti o n m o d ul ati o n ( P P M) c o d e
i s a s et of c = m c o h er e nt st at e s o v er m m o d e s:

|α 1 ⟩ = |α, 0 , . . . , 0 ⟩ ,

|α 2 ⟩ = |0 , α, . . . , 0 ⟩ ,

...

|α m ⟩ = |0 , 0 , . . . , α⟩ ,

( 4 8)

s u c h t h at t h e m atri x R = α I i s a f ull-r a n k. N ot e t h at
t h e s e c o h er e nt st at e s ar e m ut u all y ort h o g o n al wit h
r e s p e ct t o t h e p h a s e- s p a c e s c al ar pr o d u ct ( d e fi n e d i n
E q. ( 8 )), wit h Gr a m m atri x (α i , α j ) = |α |2 δ i j . T h e
P P M c o d e i s oft e n di s c u s s e d i n t h e c o nt e xt of q u a n-
t u m c o m m u ni c ati o n s [ 3 6 , 3 7 , 5 0 ]. I n g e n er al, it r e p-
r e s e nt s a c a s e st u d y f or q u a nt u m st at e di s cri mi n ati o n
a n d h y p ot h e si s t e sti n g, s e e f or e x a m pl e R ef. [ 5 1 ].

I n g e n er al, t h er e i s a g a p b et w e e n t h e gl o b al b o u n d
a n d t h e p erf or m a n c e of li n e ar r e c ei v er s. H o w e v er, f or
a P P M c o d e, it i s e a s y t o s h o w t h at t h e g a p v a n-
i s h e s a s t h e P P M c o d e c a n b e o pti m all y di s cri mi-
n at e d a g ai n st u si n g o n- o ff p h ot o d et e cti o n o nl y. I n
f a ct, t o u n a m bi g u o u sl y di s cri mi n at e t h e st at e s i n t h e
P P M c o d e, it i s s u ffi ci e nt t o a p pl y m o d e- wi s e p h o-
t o d et e cti o n. If a p h ot o n i s d et e ct e d o n m o d e j ,
t h e n w e k n o w t h e i n p ut st at e n e c e s s aril y w a s |α j ⟩
wit h n o a m bi g uit y. T h e i n c o n cl u si v e e v e nt i s w h e n
n o cli c k i s r e c or d e d, w hi c h h a p p e n s wit h pr o b a bilit y
P 0 = e −| α |2 . It i s w ell k n o w n t h at t hi s i n c o n cl u si v e
p r o b a bilit y s at ur at e s t h e gl o b al b o u n d. T o s h o w t hi s,
o n e c a n a p pl y t h e r e s ult s of B er g o u et al. i n R ef. [2 2 ]
( r e vi e w e d i n A p p e n di x B ).

T h e o pti m alit y of li n e ar r e c ei v er s e xt e n d s t o a
l ar g er cl a s s of c o d e s b e y o n d P P M. Fir st n ot e t h at,
si n c e t h e p h a s e- s p a c e s c al ar pr o d u ct i s i n v ari a nt u n-
d er L O P u nit ari e s, it i m m e di at el y f oll o w s t h at L O P

u nit ari e s a n d o n- o ff p h ot o d et e cti o n ar e s u ffi ci e nt t o
o pti m all y di s cri mi n at e a n y s et of c o h er e nt st at e s t h at
h a s t h e s a m e Gr a m m atri x a s t h e P P M c o d e

(α i , α j ) = |α |2 δ i j , ( 4 9)

If t h e Gr a m m atri x i s n ot di a g o n al, w e m a y tr y t o
m a k e it di a g o n al b y a p pl yi n g a p h a s e- s p a c e di s pl a c e-
m e nt α j → β j = α j + γ , w hi c h c h a n g e s t h e Gr a m
m atri x i nt o

(β i , β j ) = ( α i , α j ) + ( α i , γ ) + ( γ , α j ) + ( γ , γ ) .
( 5 0)

T h er ef or e, t h e c o d e c a n b e o pti m all y di s cri mi n at e d
wit h L O P u nit ari e s, di s pl a c e m e nt s, a n d p h ot o d et e c-
ti o n, if t h er e e xi st s γ a n d τ > 0 s u c h t h at

(α i , α j ) + ( α i , γ ) + ( γ , α j ) + ( γ , γ ) = τ δ i j . ( 5 1)

T hi s i s a s y st e m of c 2 r e al e q u ati o n s a n d 2 m + 1
r e al u n k n o w n s (t h e c o m p o n e nt s of t h e c o m pl e x di s-
pl a c e m e nt v e ct or γ a n d τ ). T h er ef or e, i n g e n er al, w e
e x p e ct t hi s s y st e m of e q u ati o n s t o h a v e s ol uti o n s if
c 2 ≤ 2 m + 1 .

A s w e h a v e s e e n a b o v e, s o m eti m e s t h e u s e of a n
a u xili ar y m o d e c a n i m p r o v e t h e e ff e cti v e n e s s of li n e ar
r e c ei v er s. I n f a ct, a d di n g a n a u xili ar y m o d e all o w s
u s t o i ntr o d u c e o n e a d diti o n al r e al d e gr e e of fr e e d o m,
i. e., |γ m + 1 |2 . T h e n e w s y st e m of e q u ati o n s r e a d s

(α i , α j ) + ( α i , γ ) + ( γ , α j ) + ( γ , γ ) + |γ m + 1 |2 = τ δ i j ,
( 5 2)

a n d c o m pri s e s c 2 e q u ati o n s a n d 2 m + 2 u n k n o w n s.
T h er ef or e, w e e x p e ct t hi s t o g e n e r all y a d mit a s ol uti o n
if c 2 ≤ 2 m + 2 . N ot e t h at t h er e i s n o b e n e fit i n a d di n g
m or e t h a n o n e a u xili ar y m o d e 3 .

5. 2 D u al of t h e P P M c o d e

A n e x a m pl e of c o d e t h at c a n b e r e d u c e d t o P P M b y
a p pl yi n g p h a s e s p a c e di s pl a c e m e nt i s t h e f oll o wi n g

|α 1 ⟩ = |0 , α, α . . . , α⟩ ,

|α 2 ⟩ = |α, 0 , α, . . . , α⟩ ,

...

|α m ⟩ = |α, α, . . . , α, 0 ⟩ ,

( 5 3)

w h er e t h e st at e α j h a s t h e v a c u u m o n m o d e j
a n d a c o h er e nt st at e of gi v e n a m plit u d e α i n t h e
ot h er m o d e s. N ot e t h at t hi s c o d e i s m a p p e d i nt o a
P P M c o d e b y di s pl a ci n g e a c h m o d e b y − α . T h er e-
f or e, t h e li n e ar r e c ei v er i s o pti m al a n d s at ur at e s t h e
gl o b al b o u n d o n t h e i n c o n cl u si v e e v e nt pr o b a bilit y,
P 0 = e −| α |2 .

3 If w e a d d k a u xili a r y m o d e s w e o b t ai n t h e f oll o w-
i n g s y s t e m of e q u a ti o n s: ( α i , α j ) + ( α i , γ ) + ( γ , α j ) +

( γ , γ ) +
k

j = 1
|γ m + j |2 = τ δ i j .  D e fi ni n g t h e r e al p a r a m e t e r

Γ =
k

j = 1
|γ m + j |2 , t hi s s y s t e m of e q u a ti o n s i s e q ui v al e nt t o

h a vi n g a si n gl e a u xili a r y m o d e.
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Fi g ur e 4: B e n c h m ar k e d p erf or m a n c e of t h e li n e ar r e c ei v er s wit h di s pl a c e m e nt ( 3 5 ) a n d wit h o ut di s pl a c e m e nt ( 3 4 ), s a m pl e d
o n r a n d o m c o d e s. ( a ) Pr o b a bilit y of i n c o n cl u si v e e v e nt P 0 pl ott e d v s t h e p h ot o n n u m b er, o bt ai n e d b y s a m pli n g o v er N = 5 0 0
r a n d o m c o d e s f or e a c h n . S h a d e d r e gi o n s a c c o u nt f or d at a wit hi n o n e st a n d ar d d e vi ati o n. T h e r e s ol uti o n f or t h e m e a n p h ot o n
n u m b er i s ∆ n = 0 .1 . ( b ) Fr e q u e n c y di stri b uti o n of t h e i n c o n cl u si v e e v e nt pr o b a bilit y, o bt ai n e d fr o m N = 6 6 0 0 r a n d o m
s a m pl e s wit h n = 0 .6 . T h e gl o b al b o u n d i s c o m p ut e d s e mi- a n al yti c all y u si n g t h e m et h o d of B er g o u et al. [2 2 ].

5. 3 R a n d o m c o d es

I n t hi s S e cti o n, w e ill u str at e t h e p erf or m a n c e of li n-
e ar r e c ei v er s o n r a n d o m st at e s. R a n d o m c o d e s ar e
p arti c ul arl y b e n e fi ci al i n b e n c h m ar ki n g t h e p erf or-
m a n c e of r e c ei v er s [ 5 2 ].  A s a n e x a m pl e, w e c o n-
si d er c = 3 c o h er e nt st at e s o v er m = 3 m o d e s. We
s a m pl e t h eir a m plit u d e s (α 1 , α2 , α3 ) u nif or ml y fr o m a
s p h er e of r a di u s

√
n , w h er e n = i |α i |

2 , w h er e f or
si m pli cit y w e r e stri ct t o r e al- v al u e d a m plit u d e s. Fi g-
u r e 4 ( a) ill u str at e s t h e mi ni mi z e d i n c o n cl u si v e pr o b-
a bilit y P 0 a c hi e v e d fr o m o ur o pti mi z e d fr a m e w or k
wit h o ut ( 3 4 ) a n d wit h ( 3 5 ) di s pl a c e m e nt. N oti c e t h at
t h e d e p e n d e n c e of P 0 o n t h e a v er a g e p h ot o n n u m b er
i s c o m p ati bl e wit h t h e e x p o n e nti al l a w o bt ai n e d i n
t h e q u alit ati v e a n al y si s of S e cti o n 3 . Wit h o ut di s-
pl a c e m e nt, t h e li n e ar r e c ei v er s p erf or m p o orl y. H o w-
e v er, w h e n e q ui p p e d wit h di s pl a c e m e nt t h e p erf or-
m a n c e i m pr o v e s si g ni fi c a ntl y a n d n e arl y m at c h e s t h e
gl o b al b o u n d. T o s e e t hi s m or e cl e arl y, Fi g. 4 ( b) il-
l u str at e s t h e st ati sti c al di stri b uti o n s of P 0 f or n = 0 .6
wit h N = 6 6 0 0 r a n d o m c o d e s. T h e di stri b uti o n of
t h e i n c o n cl u si v e pr o b a bilit y f or t h e li n e ar r e c ei v er s
wit h di s pl a c e m e nt cl o s el y m at c h e s t h e gl o b al b o u n d,
wit h s m all v ari ati o n s at s m all er v al u e s of P 0 . T h e
gl o b al b o u n d h a s b e e n c o m p ut e d u si n g t h e m et h o d of
R ef. [ 2 2 ]. T hi s r e s ult r e a s s uri n gl y d e m o n str at e s t h at
p r a cti c al r e c ei v er s b a s e d o n li n e ar o pti c s ar e n e ar-
o pti m al a n d s u ffi ci e nt t o m at c h t h e gl o b al b o u n d, a s
l o n g a s p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt o p er ati o n s ar e a c-
c e s si bl e.

5. 4 C o d es wit h si n gl e d e g e n er a c y

R a n d o m c o d e s ar e t y pi c all y n o n- d e g e n er at e.  T hi s
m e a n s t h e c o h er e nt st at e s i n t h e r a n d o m c o d e s ar e
al m o st s ur el y li n e arl y i n d e p e n d e nt, i. e., t h e a s s o ci-
at e d R i s f ull r a n k. We n o w c o n si d er e x a m pl e s of
d e g e n er at e c o d e s. A s di s c u s s e d a b o v e, o ur r e c ei v er,
e n d o w e d wit h p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt, c a n m a p a

c o d e wit h si n gl e d e g e n er a c y i nt o a n o n- d e g e n er at e
o n e. A s a n e x a m pl e, c o n si d er t h e c o d e wit h si n gl e-
d e g e n er a c y [ 5 3 ]

α 1 = | −α, α ⟩ , α 2 = |α, − α ⟩ , α 3 = |α, α ⟩ .
( 5 4)

I n Fi g. 5 ( a), w e ill u str at e t h e o pti mi z e d i n c o n cl u si v e
pr o b a biliti e s f or li n e ar r e c ei v er s wit h di s pl a c e m e nt.
Si n c e t h e s e a m plit u d e v e ct or s ar e n ot li n e arl y i n d e-
p e n d e nt a n d h a v e si n gl e d e g e n er a c y, r e c ei v er s li m-
it e d t o L O P u nit ari e s al o n e p erf or m p o orl y, a n d w e
m u st l e v er a g e di s pl a c e m e nt o p er ati o n s. B y all o wi n g
f or p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt, o ur r e c ei v er s m at c h t h e
gl o b al b o u n d f or s m all i nt e n siti e s ( e |α |2 <

√
2 ). M or e

d et ail s o n t h e o pti m al r e c ei v e r d e si g n ar e pr o vi d e d
i n A p p e n di x D . T h e a n al yti c e x pr e s si o n of t h e gl o b al
b o u n d c a n b e o bt ai n e d u si n g t h e m et h o d of R ef. [ 2 2 ],
w hi c h yi el d s

P gl o b al
0 =






1
3 2 e − 4 |α |2 + 1 if e |α |2 <

√
2 ,

2
3 2 e − 2 |α |2 − e − 4 |α |2 if e |α |2 ≥

√
2 .

( 5 5)

T h e n u m eri c al o pti m alit y of li n e ar r e c ei v er s e xt e n d s
t o l ar g er si g n al i nt e n siti e s f or alt er n ati v e fi g ur e s of
m erit, a s di s c u s s e d i n t h e n e xt S e cti o n.

5. 5 Alt er n ati v e fi g ur es of m erit

T h e g a p b et w e e n li n e ar r e c ei v er s a n d t h e gl o b al b o u n d
c a n b e f urt h er r e d u c e d f or alt er n ati v e fi g ur e s of m erit.
C o n si d er f or e x a m pl e t h e c o m m u ni c ati o n c a p a cit y a s-
s o ci at e d wit h t h e gi v e n i n p ut c o d e w or d s a n d a gi v e n
d et e cti o n str at e g y. T h e c o h er e nt st at e s i n E q. ( 5 4 )
c a n b e u s e d a s c o d e w or d s f or a c o m m u ni c ati o n pr ot o-
c ol w h er e t h e s e n d er ( Ali c e) u s e s t h e s e c o h er e nt st at e s
t o e n c o d e a r a n d o m v ari a bl e X t h at t a k e s v al u e s
x = 1 , 2 , 3 wit h a s s o ci at e d pr o b a biliti e s p X (x ). T h e

A c c e pt e d i n Q u a n tu m 2 0 2 3- 0 5- 1 1, cli c k titl e t o v erif y. P u bli s h e d u n d er C C- B Y 4. 0. 1 0
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Fi g ur e 5: B e n c h m ar k e d p erf or m a n c e of li n e ar r e c ei v er s f or t h e t w o- m o d e c o d e wit h si n gl e d e g e n er a c y fr o m E q. ( 5 4 ). ( a )
Pr o b a bilit y of i n c o n cl u si v e r e s ult P 0 a s a f u n cti o n of t h e s y m b ol i nt e n sit y |α |2 . T h e a n al yti c e x pr e s si o n f or t h e gl o b al b o u n d
i s gi v e n i n E q. (5 5 ). ( b ) C o m m u ni c ati o n c a p a cit y, C , a s a f u n cti o n of t h e s y m b ol i nt e n sit y |α |2 . Li n e ar r e c ei v er s n u m eri c all y
s at ur at e t h e gl o b all y o pti m al c o m m u ni c ati o n c a p a cit y c o m p ut e d u si n g t h e t h e or y of P er e s a n d Ter n o [ 1 5 ].

r e c ei v er ( B o b) d e c o d e s t hi s i nf or m ati o n b y a p pl yi n g
eit h er t h e li n e ar r e c ei v er or a gl o b all y o pti m al U S D
r e c ei v er. T h e o ut c o m e of t h e r e c ei v er i s d e s cri b e d b y
a r a n d o m v ari a bl e Y t h at t a k e s f o ur p o s si bl e v al u e s,
y = 0 , 1 , 2 , 3 , wit h pr o b a bilit y p Y (y ), w h er e y = 0
i s t h e i n c o n cl u si v e e v e nt. T h e m a xi m u m a s y m pt oti c
c o m m u ni c ati o n r at e a c hi e v a bl e i n t hi s w a y i s gi v e n b y
t h e S h a n n o n c a p a cit y [ 5 4 ]

C = m a x
p X

H (Y ) − H (Y |X ) , ( 5 6)

w h er e

H (Y ) = −
y

p Y (y ) l o g p Y (y ) ( 5 7)

i s t h e S h a n n o n e ntr o p y of Y , a n d

H (Y |X ) = −
x

p X (x )
y

p Y (y |x ) l o g p Y (y |x ) ( 5 8)

i s t h e c o n diti o n al e ntr o p y, w h er e p Y (y |x ) i s t h e c o n-
diti o n al pr o b a bilit y of Y = y gi v e n X = x .

Si n c e t h e r e c ei v er s ar e u n a m bi g u o u s, P 0 (x ) : =
p Y (y = 0 |x ) i s t h e pr o b a bilit y of a n i n c o n cl u si v e
e v e nt f or gi v e n i n p ut, a n d p (y |x ) = δ y x [ 1 − P 0 (x )]
f or y = 1 , 2 , 3 . T h e k e y q u a ntit y t h at d et er mi n e s t h e
c a p a cit y i s t h u s t h e c o n diti o n al i n c o n cl u si v e pr o b a bil-
it y P 0 (x ). F or li n e ar r e c ei v er s wit h di s pl a c e m e nt, t hi s
i s gi v e n b y

P 0 (x ) = e x p [ − k x |v x · (α x + γ )|] . ( 5 9)

Fr o m t hi s w e o bt ai n

C = m a x
p X

− P 0 l o g P 0 −
x

p X (x ) l o g p X (x )

+
x

p X (x )P 0 (x ) l o g [ p X (x )P 0 (x )] ,

( 6 0)

w h er e P 0 = x p X (x )P 0 (x ) i s t h e a v er a g e i n c o n cl u-
si v e pr o b a bilit y. A c o m p ari s o n b et w e e n o ur s c h e m e

( wit h L O P a n d di s pl a c e m e nt) a n d t h e gl o b al b o u n d
i s s h o w n i n Fi g. 5 ( b). T h e t w o s c h e m e s yi el d n e arl y
e q u al c a p a citi e s, t h e g a p b ei n g t o o s m all t o b e vi s u-
ali z e d i n t h e s c al e of t h e pl ot.

I n a d diti o n t o t h e i n c o n cl u si v e pr o b a bilit y a n d t h e
S h a n n o n c a p a cit y, w e e x pl or e t h e o pti m alit y of o ur
r e c ei v er u si n g t h e fi nit e c o m m u ni c ati o n bl o c k l e n gt h
r at e, F . T hi s r at e i s t h e c o m m u ni c ati o n r at e att ai n-
a bl e w h e n b ot h t h e c o d e l e n gt h, L , i s fi nit e, a n d t h er e
i s a bl o c k err or pr o b a bilit y t hr e s h ol d, ϵ , i m p o s e d o n
t h e c o m m u ni c ati o n [ 5 5 ]. T h e n or m al a p pr o xi m ati o n
t o t h e fi nit e bl o c k l e n gt h r at e i s gi v e n b y [ 5 6 ]

F (L, ϵ ) = C −
V

L
Q − 1 (ϵ ), ( 6 1)

w h er e Q (x ) = 1 /
√

2 π
∞

x
dt e x p[ − t2 / 2] , a n d V d e-

n ot e s t h e v ari a n c e of t h e i nf or m ati o n tr a n siti o n pr o b-
a biliti e s of t h e c h a n n el,

V =
x, y

p Y (y )p Y (y |x )



 l o g2



 p Y (y |x )

z
p Y (z )p Y (z |x )



 − X





2

,

( 6 2)

a n d

X =
x, y

p Y (y )p Y (y |x ) l o g 2

p Y (y |x )

z p Y (z )p Y (z |x )
.

( 6 3)

Fi g ur e 6 ill u str at e s t h e o ut c o m e of t hi s m a xi mi z a-
ti o n wit h di ff er e nt c o d e l e n gt h s L a n d f or di ff er e nt r e-
c ei v er s. We fi n d t h at li n e ar r e c ei v er s m at c h t h e fi nit e-
c o d e-l e n gt h p erf or m a n c e g e n er at e d fr o m t h e gl o b al
b o u n d s. N ot e t h at i n t h e a s y m pt oti c r e gi m e of l ar g e
c o d e bl o c k l e n gt h s, t h e fi nit e r at e t e n d s t o w ar d s t h e
c h a n n el c a p a cit y wit h ϵ = 0 , w hi c h ar e ill u str at e d i n
h ori z o nt al li n e s.

5. 6 C o d es wit h d o u bl e d e g e n er a c y

T o di s cri mi n at e c o d e s wit h hi g h er d e g e n er a c y w e m a y
e x pl oit j oi nt d et e cti o n e v e nt s o n p air of o ut p ut m o d e s.
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Fi g ur e 6: Fi nit e bl o c k l e n gt h r at e, R , i n bit s wit h v ar yi n g
c o d e l e n gt h n . N ot e t h at o ur s c h e m e ( d a s h e d bl u e ) wit h
li n e ar o pti c s a n d si n gl e- m o d e d et e cti o n s at ur at e s t h e gl o b al
b o u n d c o m p ut e d fr o m t h e t h e or y of P er e s a n d Ter n o s c h e m e
( s oli d br o w n ).

C o n si d er t h e si n gl e- m o d e c o d e wit h d o u bl e d e g e n er-
a c y

α 1 = | −α ⟩ , α 2 = |α ⟩ , α 3 = |0 ⟩ . ( 6 4)

Si n gl e- m o d e c o d e s fi n d i m p ort a nt a p pli c ati o n s i n
q u a nt u m s e n si n g a n d c o m m u ni c ati o n s pr ot o c ol s
w h er e i n di vi d u al m e a s ur e m e nt s ar e pr ef err e d at
e a c h i n st a n c e.  Gi v e n t h e d o u bl e d e g e n er a c y, o ur
di s pl a c e m e nt- b a s e d r e c ei v er i s n ot a bl e t o u n a m bi g u-
o u sl y di s cri mi n at e si g n al st at e s i n t hi s c o d e. H o w e v er,
w e c a n still di s cri mi n at e t h e s e c o h er e nt st at e s wit h
L O P u nit ari e s, v a c u u m a u xili ar y m o d e s, di s pl a c e-
m e nt, a n d o n- o ff d et e cti o n b y c o n str u cti n g r e c ei v er s
t h at e x pl oit d o u bl e d et e cti o n e v e nt s a s d e s cri b e d i n
S e cti o n 4. 3 . T h e mi ni m al i n c o n cl u si v e e v e nt pr o b a-
bilit y of t hi s cl a s s of r e c ei v er s i s d et er mi n e d a s t h e
s ol uti o n t o o pti mi z ati o n ( 4 7 ). B y n oti n g t h e e q ui v a-
l e n c e b et w e e n ar bitr ar y a u xili ar y m o d e s a n d v a c u u m
a u xili ar y m o d e s f oll o w e d b y m o d e- wi s e di s pl a c e m e nt
o p er ati o n s, a n e x pli cit r e c ei v er t h at s at ur at e s t h e p er-
f or m a n c e of li n e ar r e c ei v er s f or t hi s c o d e i s ill u str at e d
i n Fi g. 7 ( a). It r e q uir e s t w o a u xili ar y m o d e s: o n e
p r e p ar e d i n t h e v a c u u m a n d t h e ot h er i n a c o h er e nt
st at e wit h a m plit u d e α /

√
2 ( a s n ot e d a b o v e u si n g c o-

h er e nt st at e a n cill a s i s e q ui v al e nt t o u si n g v a c u u m
a n cill a s a n d p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt s). T h e m o d e s
a r e t h e n mi x e d at t w o 5 0 / 5 0 b e a m s plitt er s a n d t h e
o ut p ut m o d e s ar e m e a s ur e d b y o n- o ff p h ot o d et e cti o n.
F or a n i n p ut a m plit u d e α j c h o s e n fr o m (6 4 ), w e writ e
t h e o ut p ut c o h er e nt st at e a m plit u d e at m o d e k a s
ζ j

k . T hi s i n p ut- o ut p ut tr a n sf or m ati o n o n t h e c o h er e nt
st at e a m plit u d e s i s s u m m ari s e d i n T a bl e 2 . B y i n s p e c-
ti o n of t h e t a bl e, it i s e vi d e nt t h at t h e c o h er e nt st at e s
c a n b e u n a m bi g u o u sl y di s cri mi n at e d if t w o d et e ct or s
cli c k. F or e x a m pl e, a j oi nt d et e cti o n o n m o d e s o n e
a n d t w o i d e nti fi e s t h e i n p ut c o d e w or d |α 1 ⟩ = | −α ⟩
wit h o ut err or. Fr o m t a bl e 2 , t h e pr o b a bilit y of a j oi nt
p h ot o d et e cti o n e v e nt i n m o d e s k a n d l c a n b e d et er-
mi n e d t hr o u g h

I n p u t
s t a t e

O u t p u t
m o d e 1

O u t p u t
m o d e 2

O u t p u t
m o d e 3

|α 1 ⟩ = | − α ⟩ | −α /
√

2 ⟩ |α ⟩ |0 ⟩

|α 2 ⟩ = |α ⟩ |α /
√

2 ⟩ |0 ⟩ | − α ⟩

|α 3 ⟩ = |0 ⟩ |0 ⟩ |α / 2 ⟩ | − α / 2 ⟩

T a bl e 2: I n p ut- o ut p ut tr a n sf or m ati o n of t h e c o h er e nt st at e
a m plit u d e s t hr o u g h o ur li n e ar r e c ei v er wit h t w o- m o d e p h ot o n
d et e cti o n. T h e r e c ei v er i s s h o w n i n Fi g. 7 ( a ).

P (k, l |j ) = ( 1 − e x p[ −| ζ j
k |2 ])( 1 − e x p[ −| ζ j

l |2 ]) . ( 6 5)

F or t hi s r e c ei v er, a n i n c o n cl u si v e e v e nt c orr e s p o n d s
t o t h e a b s e n c e of a j oi nt p h ot o d et e cti o n e v e nt. Gi v e n
a pri or di stri b uti o n p j , t h e a v er a g e pr o b a bilit y of o b-
t ai ni n g a n i n c o n cl u si v e e v e nt i s t h e n gi v e n b y

P 0 = 1 −
3

j = 1

p j
3

l= 1 k <l

P (k, l |j ) , ( 6 6)

w hi c h f or a u nif or m pri or, p j = 1 / 3 , yi el d s

P 0 =
1

3
e −

3 | α | 2

2 e |α |2 + 2 e
| α | 2

2 + 2 e
5 | α | 2

4 − 2 , ( 6 7)

T hi s r e s ult c a n b e c o m p ar e d wit h t h e gl o b al b o u n d,
w hi c h w e c o m p ut e a n al yti c all y u si n g R ef. [ 2 2 ] ( s e e
A p p e n di x E f or pr o of ):

P gl o b al
0 =






1
3 4 e −| α |2 − 2 e − 2 |α |2 + 1 if e |α |2 < 4 ,

2
3 2 e −| α |2 / 2 − e − 2 |α |2 if e |α |2 ≥ 4 .

( 6 8)

T h e p erf or m a n c e of t h e li n e ar r e c ei v er s i s b e n c h-
m ar k e d wit h t h e gl o b al b o u n d i n Fi g. 7 ( b). We n ot e
t h at t h e b e h a vi or of P 0 f or s m all |α |2 i s c o m p ati bl e
wit h t h e q u a dr ati c l a w i n E q. ( 2 1 ).

Fi n all y, w e n ot e t h at w hil e p h ot o n n u m b er r e s ol v-
i n g d et e ct or s ( P N R D s) c o ul d h el p i m pr o v e t h e p er-
f or m a n c e of o ur d et e ct or s, w e d o n ot e x p e ct t h eir u s e
t o r e pl a c e t h e r eli a n c e o n d et e cti o n e v e nt s a cr o s s m ul-
ti pl e m o d e s. I n t h e c a s e of t h e e x a m pl e i n E q. (6 4 ),
α 1 a n d α 2 di ff er o nl y i n p h a s e a n d h a v e t h e s a m e

p h ot o n st ati sti c s. T h er ef or e P N R D s, b y t h e m s el v e s,
c a n n ot b e s u ffi ci e nt t o di s cri mi n at e t h e s e t w o st at e s.

5. 7 P h as e-s hift k e yi n g

A c o m m o n w a y t o e n c o d e i nf or m ati o n i nt o c o h er e nt
st at e s i s b y p h a s e m o d ul ati o n, i. e., p h a s e- s hift k e yi n g.
Pr e vi o u s w or k s h a v e c o n si d er e d pr a cti c al s c h e m e s f or
U S D of p h a s e- s hift e d c o h er e nt st at e s, b ot h wit h a n d
wit h o ut f e e d b a c k [ 2 7 , 3 0 , 3 1 ]. I n t hi s S e cti o n w e a n-
al y z e U S D of p h a s e- s hift e d c o h er e nt st at e s u si n g o ur
li n e ar r e c ei v er s, r e- o bt ai ni n g s o m e of t h e r e s ult s of v a n
E n k [ 2 7 ].
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Fi g ur e 7: U S D f or t h e si n gl e- m o d e c o d e wit h d o u bl e d e g e n er a c y i n E q. ( 6 4 ): ( a ) Li n e ar r e c ei v er i m pl e m e nti n g 5 0 / 5 0 b e a m
s plitt er s ( η = 1 / 2 ) a n d j oi nt o n- o ff p h ot o d et e cti o n m e a s ur e m e nt s, w h er e m o d e 2 c arri e s t h e i n p ut c o h er e nt st at e, m o d e s 1
a n d 3 c arr y a u xili ar y c o h er e nt st at e s wit h a m plit u d e s 0 a n d α /

√
2 r e s p e cti v el y. F or α j = − α , cli c k s ar e o nl y r e gi st er e d at t h e

o n- o ff p h ot o d et e ct or s i n m o d e s 1 a n d 2, ill u str at e d i n d ar k er bl u e. ( b ) T h e i n c o n cl u si v e e v e nt pr o b a bilit y P 0 pl ott e d v er s u s
|α |2 f or di ff er e nt r e c ei v er s. T h e s oli d r e d li n e c orr e s p o n d s t o o ur j oi nt- d et e cti o n r e c ei v er, a n d t h e s oli d br o w n li n e t o t h e
gl o b al b o u n d f or t hi s c o d e. T h e a n al yti c e x pr e s si o n s f or t h e li n e ar a n d t h e gl o b al b o u n d s ar e gi v e n i n E q. ( 6 7 ) a n d E q. ( 6 8 )
r e s p e cti v el y.

Bi n ar y p h a s e- s hift k e yi n g ( B P S K) i s a c o d e wit h
t w o st at e s o n o n e m o d e ( m = 1 , c = 2 ):

|α 1 ⟩ = |α ⟩ , |α 2 ⟩ = | − α ⟩ . ( 6 9)

It i s w ell- k n o w n h o w t o o pti m all y di s cri mi n at e B P S K,
h er e w e e x pr e s s t hi s m et h o d i n t h e fr a m e w or k of o ur
li n e ar r e c ei v er s. I n d e e d, t o di s cri mi n at e t h e s e st at e s
w e c a n a p pl y t h e str at e g y d e s cri b e d i n S e cti o n 4. 2 .
N ot e t h at t h e s e st at e s ar e n ot li n e arl y i n d e p e n d e nt i n
p h a s e s p a c e. T o m a k e t h e m i n d e p e n d e nt, fir st, w e a d d
a n a u xili ar y v a c u u m m o d e, g e n er ati n g t h e t w o- m o d e
st at e s |α, 0 ⟩, | − α, 0 ⟩. S e c o n d, w e di s pl a c e t h e a u xil-
i ar y m o d e b y α , w hi c h yi el d s t w o c o h er e nt st at e s wit h
li n e ar i n d e p e n d e nt a m plit u d e v e ct or s, n a m el y |α, α ⟩
a n d | − α, α ⟩. Fi n all y, w e n ot e t h at t h e Gr a m m a-
t ri x of t h e s e l att er st at e s i s di a g o n al, t h u s t h e c o d e i s
e q ui v al e nt t o t h e P P M c o d e. A p pl yi n g t h e ar g u m e nt
of S e cti o n 5. 1 , w e c o n cl u d e t h at t h e B P S K c o d e i s
o pti m all y di s cri mi n at e d wit h li n e ar r e c ei v er s.

I n g e n er al, w e m a y c o n si d e r M - P S K c o d e s wit h M
st at e s o v er a si n gl e m o d e:

|α j ⟩ = |α e i j 2 π / M ⟩ , ( 7 0)

f or j = 0 , . . . , M − 1 . N ot e t h at f or M ≥ 3 t h e c o d e
h a s m ulti pl e d e g e n er a ci e s. T hi s m e a n s t h at it c a n
b e di s cri mi n at e d o nl y u si n g m ulti pl e d et e cti o n e v e nt s.
F or e x a m pl e, t h e 3 P S K ( M = 3 ) e n s e m bl e of c o h er-
e nt st at e s c a n b e di s cri mi n at e d b y e x pl oiti n g d o u bl e
d et e cti o n e v e nt s. F or t hi s, w e m a k e u s e of t w o a u xil-
i ar y v a c u u m m o d e s a n d c o n str u ct li n e ar r e c ei v er s a c-
c or di n g t o t h e str at e g y d e s cri b e d i n S e cti o n 4. 3 . T h e
b e st li n e ar r e c ei v er s at ur at e s o pti mi z ati o n (4 7 ) a n d it s
p erf or m a n c e i s s h o w n i n Fi g. 8 al o n g wit h t h e gl o b al
b o u n d. N ot e t h at w e r e c o v er t h e q u a dr ati c l a w of P 0

f or s m all |α |2 a s pr e di ct e d b y E q. ( 2 1 ). F or U S D of
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Fi g ur e 8: T h e o pti mi z e d i n c o n cl u si v e e v e nt pr o b a bilit y P 0

pl ott e d v er s u s t h e 3 P S K e n s e m bl e i nt e n sit y |α |2 f or di ff er e nt
r e c ei v er s. T h e s oli d r e d li n e c orr e s p o n d s t o t h e li n e ar r e c ei v er,
a n d t h e br o w n li n e t o t h e gl o b al b o u n d f or t hi s c o d e.

3 P S K, it i s e a s y t o fi n d t h e a n al yti c al e x pr e s si o n f or
t h e o pti mi z e d pr o b a bilit y of t h e i n c o n cl u si v e e v e nt f or
li n e ar r e c ei v er s

P 0 = 1 − 1 − e −| α |2
2

. ( 7 1)

O ur n u m eri c al s e ar c h s u g g e st s t h at u si n g m or e t h a n
t w o v a c u u m a u xili ar y m o d e s d eli v er s n o a d diti o n al a d-
v a nt a g e t o U S D. Fi n all y, t h e gl o b al b o u n d, o bt ai n e d
fr o m [2 2 ], r e a d s

P gl o b al
0 = e − 3 |α |2 / 2 m a x − 2 c o s (

√
3 |α |2 / 2) ,

c o s (
√

3 |α |2 / 2) ±
√

3 si n (
√

3 |α |2 / 2) .

( 7 2)
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6 C o n cl usi o ns

W hil e q u a nt u m st at e s c a n n ot i n g e n er al b e di s cri m-
i n at e d a g ai n st wit h o ut err or, t h e y c a n b e di s cri mi-
n at e d a g ai n st u n a m bi g u o u sl y if w e all o w f or a n i n-
c o n cl u si v e o ut c o m e. T h e t h e or y of U S D all o w s u s
t o i d e ntif y t h e gl o b all y o pti m al m e a s ur e m e nt s a n d
t o c o m p ut e t h e ulti m at e b o u n d s o n t h e pr o b a bilit y
of o bt ai ni n g a n i n c o n cl u si v e o ut c o m e, s e e f or e x a m-
pl e [ 1 5 , 2 1 , 2 2 ]. H o w e v er, e xi sti n g lit er at ur e h a s r ar el y
e x pl or e d U S D u n d er r e ali sti c e x p eri m e nt al c o n str ai nt s
a n d li mit ati o n s i n w h at m e a s ur e m e nt s ar e c urr e ntl y
f e a si bl e, e s p e ci all y f or t h e di s cri mi n ati o n of c o h er e nt
st at e s of t h e q u a nt u m el e ctr o m a g n eti c fi el d.

H er e w e h a v e o utli n e d a t h e or y of U S D f or m ul-
ti m o d e c o h er e nt st at e s t h at f o c u s e s o n pr a cti c al r e-
c ei v er s t h at c a n b e f e a si bl y r e ali z e d wit h c urr e nt t e c h-
n ol o gi e s. O ur r e c ei v er s o p er at e u n d er p h y si c al r e-
s o ur c e s d e s cri b e d e ntir el y t hr o u g h li n e ar o pti c al p a s-
si v e ( L O P) u nit ari e s, p h a s e- s p a c e di s pl a c e m e nt o p er-
ati o n s, a u xili ar y v a c u u m m o d e s, a n d o n- o ff m o d e- wi s e
p h ot o n d et e cti o n. We h a v e b e n c h m ar k e d t h e p er-
f or m a n c e of t h e s e li n e ar r e c ei v er s a g ai n st t h e gl o b al
b o u n d a n d f o u n d e x a m pl e s w h er e t h e y ar e o pti m al or
n e ar- o pti m al. I n p arti c ul ar, t hi s h a p p e n s f or r a n d o m
c o d e s. O ur fi n di n g s s h o w t h at hi g h- p e rf or m a n c e U S D
r e c ei v er s c a n b e r e a dil y r e ali z e d wit h c urr e ntl y a v ail-
a bl e t e c h n ol o gi e s, a n d s u g g e st s t h at, at l e a st f or t y pi-
c al, n o n- d e g e n er at e c o d e s, hi g h- or d er n o n-li n e ariti e s,
f e e d b a c k, or m or e a d v a n c e d q u a nt u m t e c h n ol o gi e s
m a y o nl y pr o vi d e s m all i m pr o v e m e nt s.

We d o n ot h a v e a c o m pl et e t h e or eti c al e x pl a n ati o n
of w h y li n e ar r e c ei v er s p erf or m w ell. H o w e v er, w e
t hi n k t h at t h e r e a s o n m a y b e r el at e d t o t h e f a ct t h at,
at l e a st f or s m all a m plit u d e s, t h e pr o b a bilit y of m ul-
ti pl e d et e cti o n e v e nt s i s s u p pr e s s e d. T h er ef or e, u si n g
a p h ot o n n u m b er r e s ol vi n g d et e ct or m a y n ot b e p ar-
ti c ul arl y u s ef ul u nl e s s t h e c o d e i s d e g e n er at e. F ur-
t h er m or e, a s t h e p h ot o n n u m b er i s s u bj e ct t o q u a n-
t u m fl u ct u ati o n s i n c o h er e nt st at e s, it i s u nli k el y t h at
m or e d et ail e d i nf or m ati o n o n p h ot o n st ati sti c s c a n i m-
p r o v e U S D ( w h er e a s it m a y b e u s ef ul f or A S D). Al s o,
w e h a v e s e e n t h at li n e ar r e c ei v er s a c hi e v e t h e gl o b al
b o u n d f or t h e P P M c o d e s, a n d f or all c o d e s t h at c a n
b e r e d u c e d t o t h e m b y li n e ar o pti c s. B y s y m m etr y,
a n d b y a n ar g u m e nt of c o n c e ntr ati o n of m e a s ur e, w e
m a y i n d e e d e x p e ct t h at, u p t o st ati sti c al fl u ct u ati o n s,
a r a n d o m c o d e i s n ot t o o di ff er e nt fr o m a P P M c o d e:
t hi s i s at l e a st tr u e i n t h e r e gi m e w h er e t h e n u m b er
of m o d e s ( m ) i s m u c h l ar g er t h a n t h e n u m b er of c o d e
w or d s ( c ). I n f a ct i n t hi s r e gi m e t h e s c al ar pr o d u ct
(α i , α j ) ( w hi c h i s z er o o n a v er a g e) h a s fl u ct u ati o n s of
o r d er 1 /

√
m a n d t h e Gr a m m atri x b e c o m e s n e arl y di-

a g o n al if c ≪ m . H o w e v er, f or s m all v al u e s of m , t h e
di s pl a c e m e nt o p er ati o n s e e m s t o pl a y a n i m p ort a nt
r ol e t h at i s n ot c a pt ur e d b y t hi s ar g u m e nt.

A n u m b er of q u e sti o n s r e m ai n o p e n. Fir st, a n a n a-
l yti c al e x pr e s si o n f or t h e i n c o n cl u si v e pr o b a bilit y, b e-

y o n d o ur n u m eri c al r e s ult s, w o ul d c h ar a ct eri z e m or e
cl e arl y t h e c o m p ari s o n wit h t h e gl o b al b o u n d, a n d al-
l o w u s t o a p pl y o ur a n al y si s t o a n ar bitr ar y n u m b er of
m o d e s a n d c o d e w or d s. I n t h e r e gi m e of w e a k si g n al s,
t hi s pr o bl e m m a y b e m or e n at ur all y fr a m e d wit hi n t h e
l a n g u a g e of P oi s s o n q u a nt u m i nf or m ati o n [5 7 ]. S e c-
o n d, a n e xt e n si o n of o ur t h e or y i s r e q uir e d t o h a n-
dl e hi g hl y d e g e n er at e c o d e s, w h e n f e e d b a c k o p er a-
ti o n s c o ul d b e u s ef ul. T hi s i s e s p e ci all y i m p ort a nt
w h e n t h e n u m b er of st at e s i s m u c h l ar g er t h a n t h e
n u m b er of o pti c al m o d e s. I n t hi s r e gi m e, w hi c h i s
of p arti c ul ar i nt er e st f or q u a nt u m c o m m u ni c ati o n s,
U S D m a y b e a c hi e v e d o nl y b y e x pl oiti n g j oi nt p h o-
t o d et e cti o n e v e nt s o n m ulti pl e m o d e s. Fi n all y, o ur
w or k mi g ht b e f or m ul at e d a s a r e s o ur c e t h e or y, si mil ar
t o R ef s. [ 5 8 , 5 9 ]. T hi s a p pr o a c h m a y pr o vi d e i n si g ht
a n d h el p i n c o m p ari n g di ff er e nt s et s of r e s o ur c e s, f or
e x a m pl e b y i n cl u di n g h o m o d y n e or h et er o d y n e d et e c-
ti o n, p h ot o n a d diti o n, a n d s u btr a cti o n, or s o m e mil d
n o n-li n e ar i nt er a cti o n s.

7 A c k n o wl e d g m e nts

T hi s w or k w a s s u p p ort e d b y t h e E P S R C Q u a nt u m
C o m m u ni c ati o n s H u b, Gr a nt N o. E P / T 0 0 1 0 1 1 / 1,
a n d fr o m t h e E ur o p e a n U ni o n’ s H ori z o n E ur o p e r e-
s e ar c h a n d i n n o v ati o n pr o gr a m m e u n d er t h e pr oj e ct
“ Q u a nt u m S e c ur e N et w or k s P art n er s hi p” ( Q S N P,
gr a nt a gr e e m e nt N o. 1 0 1 1 1 4 0 4 3. S G a c k n o wl e d g e s
t h e N S F C e nt er f or Q u a nt u m N et w or k s, a w ar d e d u n-
d er gr a nt n u m b er E E C- 1 9 4 1 5 8 3. M S B a c k n o wl e d g e s
t h e U ni v er sit y of Ari z o n a’ s I nf o r m ati o n i n a P h ot o n
c o ur s e f or b ei n g i ntr o d u c e d t o t h e pr o bl e m of o pti-
m al li n e ar- o pti c U S D r e c ei v er d e si g n s. C L a c k n o wl-
e d g e s fi n a n ci al s u p p ort fr o m P N R R M U R pr oj e ct
P E 0 0 0 0 0 2 3- N Q S TI. We ar e gr at ef ul t o t h e a n o n y-
m o u s r ef er e e s f or t h eir i n si g htf ul a n d sti m ul ati n g c o m-
m e nt s.

A P er es- Ter n o t h e or y f or U S D

I n t hi s A p p e n di x w e r e vi e w t h e t h e or y of P er e s a n d
Ter n o [ 1 5 ] f or t h e U S D of a s et of li n e arl y i n d e p e n d e nt
v e ct or s |u j ⟩ wit h j = { 1 , . . . , c} , a s s o ci at e d wit h pri or
pr o b a biliti e s p j ( s ati sf yi n g

c
j = 1 p j = 1 ). T h e s e v e c-

t or s s p a n a c - di m e n si o n al Hil b ert s p a c e H c . We d e fi n e
a u ni q u e s et of ( n ot n e c e s s aril y n or m ali z e d) v e ct or s
|v j ⟩ ∈ H c s u c h t h at

⟨v i |u j ⟩ = δ i j ⟨v i |u j ⟩ . ( 7 3)

We u s e t h e s e v e ct or s t o d e fi n e a P O V M wit h n el e-
m e nt s

A j = k 2
j |v j ⟩ ⟨v j | , ( 7 4)
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f or j = 1 , . . . , n. T h e P O V M el e m e nt c orr e s p o n di n g
t o a n i n c o n cl u si v e e v e nt i s

A 0 = I −
c

j = 1

k 2
j |v j ⟩ ⟨ v j | . ( 7 5)

T h e p ar a m et er s k j ar e c h o s e n i n s u c h w a y t o e n s ur e
A 0 ≥ 0 , a n d I i s t h e i d e ntit y i n H c . F or a s uit-
a bl e c h oi c e of t h e p ar a m et er s k j ’ s, t hi s P O V M all o w s
f or u n a m bi g u o u s di s cri mi n ati o n. T h e c orr e s p o n di n g
p r o b a bilit y of a n i n c o n cl u si v e o ut c o m e i s

P 0 =
c

j = 1

p j ⟨u j |A 0 |u j ⟩ = 1 −
c

j = 1

p j k 2
j |⟨u j |v j ⟩|

2 .

( 7 6)

A gl o b all y o pti m al U S D m e a s ur e m e nt c orr e s p o n d s t o
t h e o n e t h at mi ni mi z e s P 0 s u bj e ct t o t h e p o siti vit y of
A 0 . T hi s i s o bt ai n e d a s t h e s ol uti o n t o t h e c o n str ai n e d
m a xi mi z ati o n pr o bl e m:

m a xi mi z e
k 1 , . . . , kn

c

j = 1

p j k 2
j |⟨u j |v j ⟩|

2 ,

s u bj e ct t o

c

j = 1

k 2
j |v j ⟩⟨v j | ≤ I ,

( 7 7)

w hi c h d e fi n e s t h e gl o b all y o pti m al b o u n d o n t h e pr o b-
a bilit y of t h e i n c o n cl u si v e o ut c o m e.

B M et h o d of B er g o u, F uts c hi k, a n d

F el d m a n

C o n si d er t h e c × c m atri x wit h el e m e nt s

C i j = ⟨u i |A 0 |u j ⟩ . ( 7 8)

N ot e t h at t h e di a g o n al el e m e nt s ar e t h e pr o b a bili-
ti e s of a n i n c o n cl u si v e e v e nt c o n diti o n e d o n t h e v e ct or
|u j ⟩,

q j = C j j , ( 7 9)

a n d t h e o ff- di a g o n al el e m e nt s ar e si m pl y t h e o v erl a p s
b et w e e n t h e c o d e w or d s,

C i j = ⟨u i |u j ⟩ , ( 8 0)

f or i ≠ j .
If t h e v e ct o r s |u j ⟩ ar e li n e arl y i n d e p e n d e nt, t h e c o n-

diti o n of n o n- n e g ati vit y of t h e o p er at or A 0 , A 0 ≥ 0 , i s
e q ui v al e nt t o C ≥ 0 . T h er ef or e, f oll o wi n g t h e t h e or y
of B er g o u et al. [ 2 2 ], t h e o pti m al a v er a g e i n c o n cl u si v e
p r o b a bilit y i s o bt ai n e d b y s ol vi n g t h e c o n str ai n e d o p-
ti mi z ati o n

mi ni mi z e
q 1 , . . . , qj

c

j = 1

p j q j ,

s u bj e ct t o C ≥ 0 .

( 8 1)

N ot e, t h e s ol uti o n t o t hi s o pti mi z ati o n w h e n q j = q
f or all j i s k n o w n t o b e t h e mi ni m al ei g e n v al u e of t h e
Gr a m m atri x, t h at i s, q [1 8 ]. M or e g e n er all y, f or n o n-
e q u al q j , t hi s pr o bl e m c a n b e s ol v e d a n al yti c all y or
s e mi- a n al yti c all y. T h e c a s e of c = 3 i s di s c u s s e d i n
d et ail i n R ef. [ 2 2 ].

We c a n i m m e di at el y a p pl y t hi s m et h o d t o s h o w
t h at P P M c o d e s ar e o pti m all y di s cri mi n at e d b y m o d e-
wi s e p h ot o d et e cti o n. T o pr o v e t hi s, r e c all t h at t h e
P P M c o d e s ar e d e fi n e d s u c h t h at t h e m atri x R i s
s q u ar e, wit h R = α I a n d I t h e c - di m e n si o n al i d e n-
tit y m atri x. T h e o ff- di a g o n al e ntri e s of t h e m atri x
C ar e all e q u al t o e −| α |2 , w hil e t h e di a g o n al e ntri e s
ar e all e q u al, i. e., C j j = q . T h er ef or e, t h e o bj e cti v e
f u n cti o n i n t h e mi ni mi z ati o n (8 1 ) i s e q u al t o q . T h e
ei g e n v al u e s of C ar e (c − 1) e −| α |2 + q ( wit h m ulti pli c-
it y 1 ) a n d q − e −| α |2 ( wit h m ulti pli cit y c − 1 ). T h e
s m all e st v al u e of q s u c h t h at t h e ei g e n v al u e s r e m ai n
n o n- n e g ati v e i s t h er ef or e q = e −| α |2 , w hi c h m at c h e s
t h e i n c o n cl u si v e e v e nt pr o b a bilit y o bt ai n e d t hr o u g h
m o d e- wi s e p h ot o d et e cti o n i n S e cti o n 5. 1 .

C Fr a m e w or k f or o pti mi z e d U S D r e-

c ei v ers

I n t hi s A p p e n di x, w e d et er mi n e a c o n diti o n f or a c × m
m atri x M ( wit h c ≤ m ) t o b e a s u b m atri x of a l ar g e r
u nit ar y m atri x U . Fir st, if c < m , e xt e n d M i nt o a
s q u ar e, m × m m atri x, M 0 b y a p p e n di n g m − c r o w s of
z er o s. S e c o n d, a p pl y t h e si n g ul ar v al u e d e c o m p o siti o n
M 0 = U D V , w h er e U a n d V ar e u nit ar y m atri c e s, a n d
D i s di a g o n al wit h n o n- n e g ati v e e ntri e s. F or D ≤ 1 ,
t h e f oll o wi n g 2 m × 2 m m atri x i s u nit ar y:

V =




D −

√
I − D 2

√
I − D 2 D



 , ( 8 2)

w h er e I i s t h e i d e ntit y m atri x. B y m ulti pl yi n g V b y
U a n d V w e o bt ai n a n ot h er u nit ar y m atri x, w hi c h i s
a u nit ar y e xt e n si o n of M 0 ,

U =




U 0

0 I








D −

√
I − D 2

√
I − D 2 D








V 0

0 I





=




M 0 − U

√
I − D 2

√
I − D 2 V D



 .

( 8 3)

A s M 0 i s a n e xt e n si o n of M , it f oll o w s t h at U i s a u ni-
t ar y e xt e n si o n of M . We c o n cl u d e t h at a m atri x M
c a n b e e xt e n d e d i nt o a u nit ar y, if a n d o nl y if it s si n g u-
l ar ei g e n v al u e s ar e n ot l ar g er t h a n 1 . T hi s c o n diti o n
c a n e q ui v al e ntl y b e writt e n a s

M † M ≤ I , or M M † ≤ I . ( 8 4)
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N ot e t h at wit h t hi s c o n str u cti o n, t h e u nit ar y m atri x
h a s at m o st si z e 2 m . F or o ur a p pli c ati o n, t hi s m e a n s
t h at w e n e e d at m o st m a u xili ar y m o d e s t o i m pl e m e nt
t h e r e c ei v er. I n p arti c ul ar, t h e mi ni m u m n u m b er of
a u xili ar y m o d e s e q u al s t h e n u m b er of si n g ul ar v al u e s
of M 0 t h at ar e stri ctl y s m all er t h a n 1 .

D R e c ei v er f or a c o d e wit h si n gl e d e-

g e n er a c y

H er e w e di s c u s s i n m or e d et ail t h e o pti m al li n e ar-
o pti c s r e c ei v er f or t h e c o d e i n E q. ( 5 4 )

|α 1 ⟩ = | −α, α ⟩ , |α 2 ⟩ = |α, − α ⟩ , |α 3 ⟩ = |α, α ⟩ .
( 8 5)

B y a p pl yi n g a di s pl a c e m e nt γ = ( − α, − α ) w e c a n
m a p t h e t hir d c o h er e nt st at e i nt o t h e v a c u u m, a n d
t h e fir st t w o i nt o a P P M c o d e:

|β 1 ⟩ = | −2 α, 0 ⟩ , |β 2 ⟩ = |0 , − 2 α ⟩ , |β 3 ⟩ = |0 ⟩ . ( 8 6)

E a c h ti m e a p h ot o- d et e cti o n e v e nt i s o b s er v e d, w e
h a v e u n- a m bi g u o u s di s cri mi n ati o n. T hi s s c h e m e i s
s h o w n i n Fi g. 9 . N ot e t h at i n t hi s w a y, t h e t hir d
c o h er e nt st at e i s n e v er di s cri mi n at e d. It i s e a s y t o
c h e c k t h at t h e pr o b a bilit y of t h e i n c o n cl u si v e e v e nt

a c hi e v e d i n t hi s w a y i s P 0 = 1
3 2 e − 4 |α |2 + 1 a n d

t h u s, c o m p ari n g wit h E q. ( 5 5 ), t h e s c h e m e i s o pti m al

f or e |α |2 <
√

2 .

|α j
1

|α j
2

D ( − α )

D ( − α )

0

1

Fi g ur e 9: O pti m al r e c ei v er (i n l o w- p h ot o n r e gi m e wit h |α |2 ≤
l n

√
2 ) f or t h e t w o- m o d e, si n gl e- d e g e n er a c y C B ( 8 5 ) , c o m-

pri s e d of di s pl a ci n g e a c h m o d e b y − α b ef or e o n- o ff p h ot o d e-
t e cti o n.

T o fr a m e t hi s s c h e m e i nt o o ur t h e or y, w e n e e d t o
a d d a n a n cill ar y m o d e, i niti all y i n t h e v a c u u m st at e,
t h e n di s pl a c e t h e t hr e e m o d e s b y γ = ( − α, − α, z ).
We t h e n a d d a n ot h er v a c u u m a n cill ar y m o d e a n d
s w a p t h e t hir d a n d f o urt h m o d e s.  U S D i s t h e n
a c hi e v e d b y t h e p h ot o d et e cti o n of t h e fir st t hr e e
m o d e s. T hi s i s s h o w n i n Fi g. 1 0 . N ot e t h at t h e t hir d
d et e ct or n e v er cli c k s, w hi c h i s e x p e ct e d a s t h e t hir d
c o d e w or d i s n ot di s cri mi n at e d i n t hi s s c h e m e.

F or l ar g er v al u e s of α , i. e., f or e |α |2 >
√

2 , L O P r e-
c ei v er s ar e o nl y n e ar- o pti m al. O u r n u m eri c al s e ar c h
i n di c at e s t h at t h e o pti m al di s pl a c e m e nt i s of t h e f or m
γ = ( − x, − x, z ), i n cl u di n g o n e a n cill ar y v a c u u m
m o d e, w h er e t h e p o siti v e p ar a m et er x i s i n g e n er al
s m all er t h a n |α |. It f oll o w s t h at t h e u nit v e ct or s v i i n

|α j
1

|α j
2

|0 3

|0 4

D ( − α )

D ( − α )

D ( z )

0

1

0

Fi g ur e 1 0:  O pti m al r e c ei v er (i n l o w- p h ot o n r e gi m e wit h
|α |2 ≤ l n

√
2 ) f or t h e t w o- m o d e, si n gl e- d e g e n er a c y C B ( 8 5 ) ,

c o m pri s e d of t w o v a c u u m a u xili ar y m o d e s, di s pl a c e m e nt
a cr o s s t h e fir st t hr e e m o d e s, a s w a p o p er ati o n b et w e e n m o d e s
t hr e e a n d f o ur, b ef or e o n- o ff p h ot o d et e cti o n.

(3 5 ) ar e

v 1 = M (z, 0 , x − α ) , ( 8 7)

v 2 = M ( 0, z, x − α ) , ( 8 8)

v 3 = N (z, z, 2 x ) , ( 8 9)

w h er e M a n d N ar e n or m ali z ati o n f a ct or s. N u m eri-
c all y, w e fi n d w e c a n a s s u m e wit h o ut l o s s of g e n er alit y
k 1 = k 2 = k 3 =: k . T h er ef or e, t h e m atri x M r e a d s

M =








k M z 0 k M (x − α )

0 k M z k M (x − α )

k N z k N z 2 k N x








, ( 9 0)

w hi c h i n t ur n c a n b e c o m pl et e d i nt o a 6 × 6 (r e al-
v al u e d) u nit ar y m atri x f oll o wi n g f or e x a m pl e t h e pr o-
c e d ur e of A p p e n di x C . T hi s s c h e m e i s s h o w n i n
Fi g. 1 1 .

|α j
1

|α j
2

|0 3

|0 4

|0 5

|0 6

D ( − x )

D ( − x )

D ( z )

0

1

0
L O P

Fi g ur e 1 1:  N e ar- o pti m al r e c ei v er (i n t h e hi g h er- p h ot o n
r e gi m e wit h |α |2 > l n

√
2 ) f or t h e t w o- m o d e, si n gl e-

d e g e n er a c y C B ( 8 5 ) .

E E x a m pl e of c o d e wit h d o u bl e d e g e n-

er a c y

I n t hi s A p p e n di x, w e a n al yti c all y d eri v e t h e gl o b al
b o u n d f or t h e f oll o wi n g f a mil y of si n gl e- m o d e c o h er e nt
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st at e s wit h d o u bl e d e g e n er a c y

|α 1 ⟩ = | −α ⟩ , |α 2 ⟩ = |α ⟩ , |α 3 ⟩ = |0 ⟩ ( 9 1)

u si n g t h e m et h o d a n d n ot ati o n of B er g o u et al. [2 2 ].
Writi n g t h e o v erl a p s ⟨α 1 |α 2 ⟩ = s 3 e i ϕ 3 wit h t w o ot h er
c y cli c p er m ut ati o n s of t h e i n di c e s f or 0 ≤ s j ≤ 1 , w e
h a v e

s 3 = ⟨α 1 |α 2 ⟩ = e − 2 |α |2 , ( 9 2)

s 1 = ⟨α 2 |α 3 ⟩ = e −| α |2 / 2 = s 2 , ( 9 3)

wit h s j ∈ ❘ f or j ∈ { 1 , 2 , 3 } , a n d ϕ j = 0 . H e n c e, t h e
gl o b al i n v ari a nt p h a s e ϕ = j ϕ j = 0 . Writi n g s : =
s 1 = s 2 , B er g o u et al. i ntr o d u c e t h e c y cli c p ar a m et er s

r 3 =
s 3

s 1 s 2
= e −| α |2 , r : = r 1 = r 2 =

1

s 3
= e 2 |α |2 .

( 9 4)

T h e mi ni mi z e d t ot al f ail ur e pr o b a bilit y fr o m E q. (8 1 )
c a n t h e n b e writt e n a s a n o pti mi z ati o n o v er t h e s c al e d
f ail ur e pr o b a biliti e s q̃ j = r j q j ≤ r j [2 2 ]:

mi ni mi z e
q̃ 1 , q̃ 1 , q̃ 3

Q =
3

j = 1

η j
q̃ j

r j
,

s u bj e ct t o 0 ≤ q̃ j ≤ r j ,

q̃ j q̃ k − 1 ≥ 0 ,

q̃ 1 q̃ 2 q̃ 3 − q̃ 1 − q̃ 2 − q̃ 3 + 2 c o s ϕ ≥ 0 .
( 9 5)

N ot e t h at t h e fir st c o n str ai nt f oll o w s fr o m t h e p o si-
ti vit y of q j , t h e s e c o n d fr o m t h e p o siti vit y of t h e f ail-
u r e P O V M Π 0 , a n d t h e t hir d fr o m t h e li n e ar i n d e-
p e n d e n c e ( LI) of t h e st at e s. C oll e cti v el y, t h e s e c o n-
str ai nt s e n s ur e t h e n o n- n e g ati vit y of C i n E q. (8 1 ).

T o a n al yti c all y s ol v e (9 5 ), n ot e t h at t h e f ail ur e
s c al e d pr o b a biliti e s s ati sf y q̃ : = ˜q 1 = q̃ 2 . T hi s s y m-
m etr y r e d u c e s t h e g e n er al t hr e e- di m e n si o n al f e a si bl e

1 e 2 n

e − n
A

B

q̃

q̃ 3

Fi g ur e 1 2: F e a si bl e d o m ai n i n t h e q̃ − q̃ 3 s p a c e s h o w n i n w hit e:
T h e l o w er ( bl a c k ) c ur v e i s q̃ 3 = q̃ − 1 . T h e u p p er (r e d ) c ur v e
i s q̃ 3 = 2 ( q̃ + 1 ) − 1 .  T h e c o or di n at e s ( q̃, q̃ 3 ) of v erti c e s A
a n d B ar e ( 2 e |α | 2 − 1 , e−| α | 2 ) a n d ( e 2 |α | 2 , 2 ( e 2 |α | 2 + 1 ) − 1 )
r e s p e cti v el y. T h e u n s h a d e d ( w hit e ) r e gi o n, r ef err e d t o a s t h e
i nt eri or r e gi o n, c orr e s p o n d s t o t h e o pti m al p ar a m et er s p a c e
f or { q̃, q̃ 3 } .

r e gi o n i n { q̃ 1 , q̃ 2 , q̃ 3 } t o a t w o- di m e n si o n al f e a si bl e r e-
gi o n i n { q̃, q̃ 3 } d e fi n e d b y a cr o s s- s e cti o n al o n g t h e
pl a n e q̃ 1 = q̃ 2 .  T h e o pti mi z ati o n t h e n a m o u nt s t o
fi n di n g t h e mi ni m u m s ol uti o n s t o t h e o bj e cti v e f u n c-
ti o n al o n g t h e i nt eri or, e d g e, a n d v erti c e s t h at d e fi n e s
t hi s t w o- di m e n si o n al f e a si bl e c o n str ai nt r e gi o n. T o
s e e t hi s e x pli citl y, n ot e t h at t h e c o n str ai nt s i n (9 5 )
c o n str ai n t h e f e a si bl e r a n g e f or q̃ , q̃ 3 t h at c oll e cti v el y
s ati sf y

q̃ ∈ [ 1, e2 |α |2 ] , q̃ 3 ∈ [ 0, e−| α |2 ] , q̃ 3 ≥
2

q̃ + 1
. ( 9 6)

T hi s f e a si bl e r e gi o n f or { q̃, q̃ 3 } i s ill u str at e d wit hi n t h e
2 D u n s h a d e d ar e a i n Fi g. 1 2 .

T h e o bj e cti v e f u n cti o n i n E q. (9 5 ) t o mi ni mi z e i n
t h e all o w e d d o m ai n i s ( u nif or m a p ri o ri di stri b uti o n)

P 0 ( q̃, q̃ 3 ) =
1

3

3

j = 1

q̃ j

r j
=

1

3
2 e − 2 |α |2 q̃ + e |α |2 q̃ 3 .

( 9 7)

S m all v al u e s of q̃ a n d q̃ 3 m a k e t hi s q u a ntit y s m all er,
t hi s m e a n s t h at t h e mi ni m u m i s o n t h e c ur v e t h at
j oi n s t h e p oi nt s A a n d B , a s s h o w n i n Fi g. 1 2 . We
fir st c o m p ut e P 0 o n v ert e x A , w hi c h h a s c o or di n at e s
( q̃, q̃ 3 ) = ( 2 e |α |2 − 1 , e−| α |2 ), a n d v ert e x B , wit h c o or-
di n at e s (e 2 |α |2 , 2( e 2 |α |2 + 1) − 1 ), t o gi v e

P 0 (A ) =
1

3
4 e −| α |2 − 2 e − 2 |α |2 + 1 , ( 9 8)

P 0 (B ) =
1

3
2 +

2 e |α |2

e 2 |α |2 + 1
. ( 9 9)

A c o m p ari s o n of t h e t w o v al u e s i s ill u str at e d i n
Fi g. 1 3 ( a), w hi c h s h o w s t h at P 0 (A ) ≤ P 0 (B ). T h er e-
f or e, w e di s c ar d t h e p oi nt B fr o m t h e s e ar c h f or t h e
mi ni mi z e d P 0 v al u e.

N e xt, w e mi ni mi z e P 0 o v er t h e i nt eri or p oi nt s b e-
t w e e n A t o B al o n g q̃ 3 = 2( q̃ + 1) − 1 :

P 0 ( q̃ ) =
2

3
e − 2 |α |2 q̃ +

e |α |2

q̃ + 1
, ( 1 0 0)

w hi c h a m o u nt s t o a si n gl e p ar a m et er o pti mi z a-
ti o n.  T hi s f u n cti o n h a s a st ati o n ar y p oi nt at
q̃ i n = e 3 |α |2 / 2 − 1 yi el di n g

P i n
0 =

2

3
2 e −| α |2 / 2 − e − 2 |α |2 . ( 1 0 1)

T h e f e a si bilit y of t hi s s ol uti o n i s c o n diti o n e d o n t h e
st ati o n arit y p oi nt q i n r e si di n g wit hi n t h e all o w e d d o-
m ai n b et w e e n v erti c e s A a n d B , w hi c h h ol d s if a n d
o nl y if

e 3 |α |2 / 2 − 1 ∈ [ 2e |α |2 − 1 , e2 |α |2 ] =⇒ e |α |2 ≥ 4 .
( 1 0 2)

T hi s s ol uti o n i s ill u str at e d t o g et h er wit h P 0 (A ) i n
Fi g. 1 3 ( b). T h e s ol uti o n P i n

0 i s pl ott e d o nl y w h e n

A c c e pt e d i n Q u a n tu m 2 0 2 3- 0 5- 1 1, cli c k titl e t o v erif y. P u bli s h e d u n d er C C- B Y 4. 0. 1 7
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Fi g ur e 1 3: E d g e a n d v ert e x s ol uti o n s f or mi ni mi z e d P 0 : a ) T h e s ol uti o n P 0 ( A ) i n bl u e, a n d t h e s ol uti o n P 0 ( B ) i n r e d, pl ott e d
v er s u s |α |2 . T hi s s h o w s t h at o nl y v ert e x A n e e d s t o b e c o n si d er e d. b ) T h e gl o b al mi ni m u m P Gl o b al

0 a s a f u n cti o n of n . T h e
i nt er pl a y b et w e e n mi ni m al i n c o n cl u si v e e v e nt pr o b a biliti e s a s gi v e n b y P 0 ( A ) i n bl u e a n d P i n

0 i n br o w n m e a n s t h e mi ni mi z e d
s ol uti o n gi v e n b y P 0 ( A ) f or n ≥ l n ( 4 ) ( d a s h e d bl u e ) i s s u p er s e d e d b y t h e s ol uti o n gi v e n b y P i n

0 ( s oli d br o w n ).

e |α |2 ≥ 4 . T h e t w o s ol uti o n c r o s s e s e x a ctl y at |α |2 =
l n ( 4). H e n c e, t h e gl o b al mi ni m u m f or t h e d o u bl e-
d e g e n er a c y ( D D C B i s c h ar a ct eri z e d b y P 0 (A ) f or
e n < 4 , a n d P i n

0 f or e n ≥ 4 :

P Gl o b al- D D
0 =






1
3 4 e −| α |2 − 2 e − 2 |α |2 + 1 if e |α |2 < 4

2
3 2 e −| α |2 / 2 − e − 2 |α |2 if e |α |2 ≥ 4 ,

( 1 0 3)

w hi c h c o n cl u d e s o ur pr o of.
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