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摘      要：本文首先概述了非线性模态的理论基础以及非线性动力学分析的一般数值方法；进而针对含干摩擦非

线性环节的结构，总结了阻尼非线性模态的相关研究进展；在此基础上，重点综述了国内外近十年来采用阻尼非线

性模态数值方法在航空发动机带冠叶片、缘板阻尼器、叶根阻尼与干摩擦阻尼环分析与设计中的应用；此外，本文

还列举了目前用于验证非线性模态的先进试验技术。最后，提出了非线性模态在干摩擦阻尼结构动力学分析中亟需

解决和关注的若干问题。研究表明，非线性模态逐渐从理论研究阶段过渡到工程应用阶段。结合模型降维技术，阻

尼非线性模态已经可用于提取带干摩擦阻尼叶片/叶盘高保真有限元模型的模态特征。拓展能量平衡法与非线性模

态综合法搭建了非线性模态与稳态响应的桥梁，可以显著提升基于响应的参数分析效率。非线性模态试验技术的研

究处于起步阶段，尚无法应用于工程复杂结构。 
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Abstract: The present survey reviews the definitions of the nonlinear modes and the numerical methods 
to solve a nonlinear dynamic problem. The progress in application of the damped nonlinear normal modes 
for structures with frictional damping is reviewed. The related research in the last decade for different friction 
damping devices are summarized, including the tip shrouded blades, underplatform dampers, blade root 
damping and friction ring dampers. Furthermore, the experimental works related to nonlinear modal testing 
are also reviewed. Finally, open problems and future directions are highlighted. We conclude that the non-
linear mode gradually develops from the theoretical stage to engineering stage. Combined with ad-hoc re-
duced order modeling techniques, nonlinear modal analyses have been implemented to reveal the modal 
characteristics of high-fidelity finite element models of frictionally damped blades/blisks. The Extended En-
ergy Balance Method and Nonlinear Modal Synthesis build a bridge between nonlinear modes and steady-
state response, which can significantly improve the efficiency of response-based parameter analysis. Non-
linear modal testing is still in its infancy and cannot be applied to engineering structures yet. 
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引言 转子叶片/叶盘是航空发动机重要的做功部件，
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实现气流与结构的能量交换。在航空发动机的发

展过程中，为了满足市场及适航需求，燃气涡轮

发动追求更高的气动效率与推重比，结构设计愈

发轻薄。特别是在叶片/叶盘结构的设计中，轻量

化的需求使其几乎达到了其结构的设计极限。同

时，叶片/叶盘在发动机工作状态中需要承受极高

的振动载荷、离心载荷、热载荷以及气动载荷等。

由于较高的振动载荷和应力水平，压气机叶片、

涡轮叶片的高周疲劳失效长久以来一直是航空发

动机失效的主要模式之一，严重影响了发动机的

使用安全[1][2]。 
统计表明，我国生产的发动机，在外场使用

中因叶片故障返厂检修的台数占全部检修总台数

的 35%。美国空军专题报告中指出，在过去30年
中，美国空军发生过数百次 A 类故障，其主要诱

因是高周疲劳，研究并解决航空发动机构件高周

疲劳和振动控制问题是非常重要而又十分迫切的

任务。美国在综合高性能涡轮发动机技术计划

（IHPTET）中指出航空发动机结构完整性的研

究重点是“最大限度地降低发动机高周疲劳失效，

进而大幅度地降低发动机的非定期维护成本”[3]。 
由于叶片/叶盘结构具有较高的模态密度，很

难确保其在运行状态下不发生共振。因此合理设

计阻尼是降低峰值振动应力的重要手段，从而能

够提升高周疲劳寿命裕度。在众多阻尼形式中，

相比于气动阻尼和材料阻尼，干摩擦阻尼器的应

用在叶轮机械中提供了大部分的阻尼效果[4]。航

空发动机中广泛采用的干摩擦阻尼结构形式包括

用于高压涡轮叶片的缘板阻尼器、用于低压涡轮

叶片的叶冠、用于风扇叶片的凸肩、以及用于压

气机整体叶盘的阻尼环等。 
然而，干摩擦阻尼器的摩擦界面上存在阻滞

-滑移-分离及其状态间转换的复杂非线性行为，

传统的线性振动分析方法很难完成对非线性结构

的分析。在此需求的牵引下，非线性振动理论和

数值分析方法在过去的十多年取得了长足发展，

并广泛地应用在了航空发动机叶轮机械的阻尼设

计和研究中。 
对于航空发动机结构，人们往往关注其稳态

振动特性，因此，基于谐波平衡的非线性稳态响

应数值方法成为了干摩擦阻尼结构分析与设计中

的主流方法。国外很多学者如英国 Imperial Col-
lege London 的 Pesaresi 等[5][6]及[7][8]，德国 Leibniz 
Universität Hannover 的 Panning 等[9][10]，意大利

Politecnico di Torino 的 Gastaldi 等 [11][12]，法国

École Centrale Lyon 的 Laxalde 等 [13][14]，美国

University of Michigan 的 Lupini 和 Epureanu[15]。

国内北航洪杰等[16][17]，李琳、吴亚光等[18]-[21]，

张大义等[22]，南航漆文凯等[23]，西工大谢永慧等
[24]，西交大徐自力等[25]以及工业界[26]都开展过

相关研究。北航李琳等[27]在关于航空发动机中的

干摩擦阻尼器及其设计技术研究进展的综述中也

对非线性稳态响应的分析方法进行详细的介绍。 
然而叶片/叶盘结构受到的激励通常难以准确

测量，且随工况变化而改变，这就导致强迫响应

分析时需要在一定范围内对激振力水平进行遍历，

耗费大量计算资源。除了非线性稳态响应的分析

方法外，基于非线性模态的分析方法也在近几年

里受到了学术界的广泛关注。非线性模态可以表

征系统在某阶模态共振时的运动情况，独立于外

界激励，直接揭示非线性系统内在本质的动力学

特性，具备成为非线性系统普适的高效设计工具

的潜质。综上所述，日前在学术界存在两种不同

针对摩擦阻尼器的分析策略：非线性稳态响应分

析与非线性模态分析。 
非线性模态并不是简单地将线性特征模态拓

展到非线性系统中。在非线性模态理论中，线性

模态具备的不变性、正交性和叠加性均不再成立。

除此之外，非线性模态会随着系统能量或振幅的

变化而变化。非线性模态可以作为非线性系统简

化的工具。通过非线性模态分析可以获得系统各

模态族的模态信息与能量或振幅之间的关系，据

此一方面可以判断哪些模态族的振型和频率受非

线性影响较小，从而在之后对该模态的研究时进

行线性替代；另一方面可以判断系统处在什么能

级范围时可以表现出与对应线性系统相似的模态

特性，确定线性化的合理范围，进而对系统进行

线性化，提升计算效率。 
随着非线性模态理论和数值计算方法的发展，

考虑摩擦阻尼器的非线性模态分析逐渐被学术界

接受。其主要的技术路线有 Laxalde 和 Thouverez
提出的非线性复模态[28]，以及 Krack 提出的拓展

周期运动概念[29]。通过以上两种技术路线使得考

虑摩擦阻尼的非线性模态分析成为有效的分析策

略。 
虽然非线性模态分析能够在不考虑外界激励

的情况下得到非线性系统的动力学特性，但是结

构的强迫响应一直是工程师们关注的热点，模态

特性与强迫响应之间的鸿沟阻碍了非线性模态在

工程领域的推广。因此，重中之重是建立二者间

的联系，学术界也据此做出了不懈努力。Krack
等提出了非线性模态综合[30]，可以通过非线性模

态响应获得频响曲线。孙业凯等提出了拓展能量

平衡法[31]，能够高效地通过非线性模态获得不同

激振水平下的共振点。 
除了揭示结构的动力学特性外，非线性模态

的另一作用是进行模型降维。代表性工作包括前

文提到的非线性模态综合, 以及非线性部件模态

综合技术[32]。前者实际上更应该称为非线性模态

叠加，是线性模态叠加法在非线性框架下的拓展；

后者则是线性部件模态综合法的拓展。基于非线

性模态的模型降维方法为干摩擦系统的动力学响

应分析、参数分析与结构优化提供了高效的数值

工具。 
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目前，国外的一些航空发动机企业已经开始

着眼于采用非线性模态对含摩擦接触的航空发动

机结构进行动力学分析与设计，而国内这方面的

研究还比较少见。在 Safran 公司的支持下，

Laxalde 和 Salles[33] 对考虑摩擦阻尼环的压气机

整体叶盘进行了非线性复模态分析，旨在阐明稳

态响应分析得到的物理现象；对含有叶根干摩擦

阻尼的结构进行了非线性模态分析，揭示了阻尼

效果对界面参数的敏感性，并与磨损分析结合，

探究了阻尼性能的演变。在德国 Siemens 公司和

发动机与涡轮联盟公司（MTU）的资助下，

Krack 等[34] 等通过非线性模态分析和非线性模态

综合获得了整圈带冠叶片的频响曲线。上述成果

充分表明，非线性模态逐渐从理论概念阶段发展

到了工程应用阶段，通过非线性模态分析可以高

效评估非线性系统的动力学特性。 
航空发动机结构加工、装配过程往往存在误

差，其实际结构的动力学特性复杂，仅靠理论建

模研究难以满足工程实践的要求。动力学试验是

航空发动机研制过程中的关键环节，试验结果也

为校核各结构部组件的分析模型提供重要的依据。

然而，由于含干摩擦的非线性系统不具有模态叠

加的特性，这使得传统的基于线性系统假设的结

构模态试验理论和方法难以直接应用于此类结构

的试验之中，因而考虑结构非线性特性的动力学

试验理论与装置一直是学术界和工业界关注的重

点方向。 
本文基于作者在非线性模态以及干摩擦阻尼

领域的研究积累，并结合近十年来国内外同行发

表的重要文献，对非线性模态在航空发动机叶片/
叶盘干摩擦阻尼器分析设计上的应用研究进行综

述，主要涉及非线性模态理论；用于干摩擦阻尼

器分析的非线性模态数值方法；通过非线性模态

预测稳态强迫响应的数值计算方法；航空发动机

叶片/叶盘干摩擦阻尼器基于非线性模态的分析设

计案例；非线性模态试验方法的研究进展；最后

对未来发展方向及其面临的技术挑战进行讨论。 
 

1 非线性模态理论 

非线性模态是线性模态对非线性系统的扩展，

换言之，线性模态是非线性模态的退化。在线性

系统中，正则模态可以认为是一个线性守恒自治

系统的特征解。线性正则模态具有不变性，正交

性和线性叠加性。然而，在非线性系统，不变性，

正交性和叠加性往往不再成立。非线性模态的固

有频率和振型具有能量相关性，会随着振动幅度

的变化而变化。因此，非线性模态不是简单地将

线性正则模态的概念照搬到非线性系统。有些非

线性动力学领域的学者为了更明确地描述非线性

系统中模态的概念，把非线性守恒系统的模态称

为非线性正则模态(Nonlinear Normal Mode, NNM)；

把非线性不守恒系统的模态称为阻尼非线性模态

(Damped Nonlinear Normal Mode, dNNM）[35]。 
1.1 非线性模态的定义 

对于非线性正则模态，学术界存在两种不同

的定义方式：1)基于周期运动的定义；2)基于不

变流形的定义。这两种定义方式将会在本章节进

行详细的阐述。我们将采用一维杜芬振子模型将

会用来展示两种定义的共性与区别。 
1.1.1  定义一：基于周期运动 

关于非线性模态基于周期运动的定义可以追

溯到 20 世纪 60 年代 Rosenberg 发表的关于离散

无阻尼非线性系统的研究的论文[36]。文章提出，

针对非线性守恒自治系统，NNM 被定位为一种

同频的一致振动(Vibration unison)，即在系统中各

广义坐标同时达到平衡点或者最大点，我们称之

为一致性定义。Rand[37][38]、Szemplinska[39]、刘

济科等[40]都基于周期运动定义的 NNM 的理论上

做了进一步的研究，以及相关综述[41]-[43]。然而，

上述定义存在一定的局限性，即内共振发生时

（即某些自由度的振动频率是其他自由度的倍

频），系统的一致性无法得到保证[44]。因此，一

致性定义被拓展为基于周期运动的定义，即

NNM 被定义为无阻尼系统的自由周期运动[45]。

非线性正则模态适用于例如存在几何非线性的守

恒系统，但无法应用于考虑阻尼的非线性系统中。 

 
图 1 杜芬振子系统以周期运动描述的非线性模态 

Fig. 1 Nonlinear normal mode for Duffing oscillator in 
periodic motion description 

 
另外，基于周期运动的定义也存在自身的优

势，通用的求解周期解的数值方法都可以用来计

算 NNM，如谐波平衡法[46]，打靶法[45]等。通过

上述数值计算方法，每次计算能获得一个周期轨，

进而可通过延拓技术捕捉一系列的周期解来描述

NNM 的能量相关性。以单自由度杜芬振子为例，

自治系统的动力学方程为： 
 3 0x x x+ + =   (1) 

其中 x 为位移，上标两点代表对时间的二阶导数。
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基于周期运动定义的 NNM 可以用图 1 中的一系

列黑色的周期轨所描述，一系列灰色的周期轨表

示退化后线性系统（不考虑高次刚度）的模态。 
 
1.1.2  定义二：基于不变流形 

NNM 基于不变流形的定义是 Shaw 和 Pierre
于 20 世纪 90 年代提出的[47][48]。Shaw 和 Pierre 将
Rosenberg 对 NNM 的定义进行了广义化，把

NNM 定义为高维相空间中的不变流形(Invariant 
manifold)。这里的不变流形可以理解为在高维相

空间中的超曲面，这个超曲面与退化后线性系统

对应的线性模态子特征空间相切于平衡点。不变

流形的定义是一种几何层面的定义，NNM 在任

何状态都会落在相空间中的不变流形中。仍然以

杜芬振子为例，该 NNM 的不变流形如图 2 中黑

色的超曲面所示，灰色平面为该 NNM 对应的退

化线性系统模态的子特征空间。该 NNM 在对应

能级的运动状态即为该不变流形上的一个点，可

以通过唯一的三维坐标来表述。唯一性在高能级

的内共振时会遇到挑战，这时不变流形折叠到一

起，所以每个点不再只对应唯一的状态。 

 
图 2 杜芬振子系统以不变流形描述的非线性模态 

Fig. 2 Nonlinear mode for Duffing oscillator in invariant 
manifold description 

 
以含高次刚度非线性的二自由度弹簧质量系

统为例： 

 
3

1 1 2 1

2 2 1

2 0
2 0

x x x x
x x x

 + − + =


+ − =




  (2) 

各自由度的位移为 xi，其中 i=1,2为自由度编号。

图 3 展示了该系统的 NNM，其中包含 1：3 高能

量内共振点，此时该 NNM 的不变流形会折叠起

来变得异常复杂，前文描述的唯一性将不再成立。 
基于不变流形的定义不再受到周期假设的约

束，不仅可以用于无阻尼非线性系统，也可以适

用于陀螺系统以及非线性不守恒系统来描述

dNNM。Haller 和 Ponsioen 通过波普子流形(Spec-
tral Submanifold)证明了 dNNM的存在和唯一性[49]。

不变流形可通过解析法或数值法获得。解析法一

般是通过多项式级数展开来参数化不变流形的几

何特征。常见的解析法大多基于摄动法[50]：规范

形法(Normal Form)[51][52]，多尺度法[53]和波普子

流形[49]及相关综述[54]-[56]。数值计算方法是基于

求解偏微分方程来获得不变流形。上述方法均需

要进行大量的计算。值得注意的是，上述计算不

变流形的解析方法和数值方法都无法适用于存在

不连续非线性的系统。 

 
图 3 2自由度高次刚度非线性系统的内共振 

Fig. 3 Internal resonance of the 2 degrees of freedom 
nonlinear system with higher-order stiffness 

 
阻尼非线性模态 

对于非线性不守恒系统，系统的阻尼非线性

模态不再呈现周期性。如系统中存在正阻尼，模

态振幅随着时间呈衰减趋势；如系统存在负阻尼，

模态振幅随着时间变大。通过前文对非线性模态

的两种定义可知，dNNM 只能通过不变流形来定

义。在相空间中，dNNM 会呈现为一条最终落在

超曲面内的曲线。如果正阻尼存在，那这条曲线

会起始于不变流形中的某一点，随着时间沿着不

变流形的曲面逐渐回归到平衡点。虽然可以通过

不变流形来定义含摩擦环节非线性系统的 dNNM，

但是由于摩擦阻尼存在不连续性，相关的解析与

数值方法无法应用。 
学者们为了实现对含干摩擦系统的非线性模

态分析，通过两种不同的技术路线，将基于周期

运动的定义延伸到了非线性不守恒系统中，使得

考虑摩擦阻尼的 dNNM 可以通过周期运动（或拟

周期运动）表示。第一种技术路线由 Laxalde 和

Thouverez 于 2007 年提出，其主要是将复模态延

伸到非线性系统中，通过模态阻尼比来描述系统

中能量的不守恒性，称为非线性复模态(Complex 
Nonlinear Mode, CNM)[28]。在CNM的框架下，考

虑摩擦阻尼的 dNNM 可以通过一个拟周期解和衰

减因子来表示。第二种技术路线由 Krack 于 2015
年提出，称为拓展周期运动概念(Extended Peri-
odic Motion Concept, EPMC)[29]。在 Krack 提出的

EPMC 中，通过在非线性不守恒系统中添加一个

虚拟粘滞阻尼，可以平衡系统中的能量损失或输

入，从而使 dNNM 可以用一个周期解和模态阻尼

比（即虚拟粘滞阻尼）来表述。 
通过 CNM 和 EPMC，人们可以延续前述周

期运动的定义表征考虑摩擦阻尼的 dNNM，并使
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得通用的周期运动求解方法可以应用。由于假设

条件不同，CNM 只能在频域中通过谐波平衡求

解，EPMC 则既可以通过谐波平衡求解，也可以

在时域中使用打靶法求解。Jahn 等[57]和孙业凯等
[58]对 CNM 和 EPMC 进行了详细的对比，读者可

参考相关文献。另外在孙业凯等[58]的研究中表明，

在 EPMC 中，相比于虚拟粘滞阻尼，添加虚拟滞

回阻尼可以提升工程结构中的计算效率。基于

EPMC 概念下，添加虚拟粘滞阻尼可以通过时域

或频域的数值分析方法计算；添加虚拟滞回阻尼

只能通过频域的数值分析方法计算。 
以上两种技术路线不仅可以用于干摩擦阻尼

器性能的分析，也可用于阐释转子碰摩现象的产

生机制[59]。关于 CNM 和 EPMC 详细的公式推导

和分析方法将会在章节 4 中详细介绍。 
 

2 非线性动力学数值方法 

本章节介绍非线性动力学一般数值方法，下

文所述方法不局限于考虑摩擦阻尼的 dNNM 求解，

同样可以适用于求解非线性守恒自治系统的

NNM；也可以用于求解稳态响应。 
对于含非线性环节的结构离散模型，动力学

常微分方程的一般形式为： 
 nl e= MQ + CQ + KQ + F F   (3) 

其中𝑴𝑴为质量矩阵，𝑪𝑪为阻尼矩阵，K 为刚度矩

阵，Q 为广义坐标系下节点的位移， Q 和 Q 为广

义坐标系下节点的速度和加速度， nlF 为广义坐

标系下节点所受的非线性力， eF 为系统所受的激

励。若激励为简谐形式，基于公式(1)得到的广义

坐标系下节点的位移通常被称为稳态响应。 
当激励项和阻尼项通常不被考虑时，退化为

非线性自治系统，动力学方程为： 
 nl = MQ + CQ + KQ + F 0   (4) 

若非线性力 nlF 为守恒力，广义坐标系下节点的

位移 Q 为周期解，可以表示系统的 NNM；当非

线性力 nlF 为不守恒力时，则 dNNM 的位移 Q 不

再呈现周期性。求解非线性模态的本质是获取如

式(2)所示自治系统的拟周期解。 
 

2.1  算法分类 

现有数值求解方法可简单分为两大类：1) 
时域方法，包括时间积分法  (Time integration 
method)[60]，打靶法 (Shooting method) [45]和正交

配置法 (Orthogonal collocation method) [61]等；2) 
波谱类方法，包括傅里叶-伽辽金方法 (Fourier-
Galerkin method)[46]和小波-伽辽金方法 (Wavelet-
Galerkin method)[62]等。 

时间积分法是通过一个初始广义坐标和微分

方程在离散时域中基于显格式或隐格式进行积分

[60]。常见的显格式方法如龙格-库塔法(Runge-
Kutta method)；常见隐格式如 Newmark 法等。时

间积分法存在计算量大，消耗内存，显格式可能

存在数值不稳定性以及由时间步长引起计算错误

等缺陷。打靶法则针对周期运动，是在时间积分

法的基础上添加一个周期边界条件，将初始值问

题转换成两点边值问题。在时间周期内，仍然使

用时间积分法进行求解。正交配置法通过正交多

项式实现求解非线性常微分方程的边界值。正交

配置法已经被成功地应用于几款软件中，如

AUTO[61], colsys[63]和 coco[64]。由于对计算内存

的高需求，正交配置法很少用于求解带非线性特

征的全尺寸结构的非线性动力学特征。 

 
图 4 频时域转换法的流程 

Fig. 4 Alternating frequency/time method 

 
在波谱类方法中，通常使用一系列简单周期

函数以及对应系数表示周期解，又被称为伽辽金

类方法。使用周期函数作为基函数保证了该类方

法可以适用于周期问题的求解。其中最常见的傅

里叶-伽辽金方法又被称为多阶谐波平衡法(Multi-
Harmonic Balance Method, M-HBM)[46]。在 M-
HBM 中，周期解被分解为列傅里叶级数： 

 
h

0
R( )

N
in t

n
n

e ω

=

= ∑ Q Q   (5) 

 c s
n n ni= −Q Q Q   (6) 

其中𝑛𝑛为谐波数，𝑁𝑁h为最高阶谐波数，𝜔𝜔为基频，
c
nQ 和 s

nQ 为对应谐波阶数的余弦与正弦系数， n
Q

是其复数表达形式，R 为取实部。 
M-HBM 的思路是通过伽辽金映射将时域内

的非线性微分方程投影到频域内，将非线性常微

分方程组转换为非线性代数方程组： 
 nl e( ) ( )ω + =   Z Q F Q F   (7) 

这里 Z 为频域内的动刚度矩阵， Q 为由周期解的

各阶复数傅里叶系数构成的向量， nl
F 与 e

F 分别

为频域内的干摩擦非线性力与激振力。当求解非

线性模态时，则忽略激振力。可以采用牛顿拉夫

逊法迭代求解目标非线性代数方程组。为了进一

步提升算法的收敛性和计算效率，需要给出解析

形式的雅各比矩阵。 
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由于摩擦接触力的非线性力在频域内很难直

接获得，Cameron 和 Griffin 提出了频时域转换法 
(Alternating frequency/time method)[65]。频时域转

换法的操作步骤详见图 4。通过该方法，频域的

摩擦接触力可以通过正逆傅里叶变换获得。 
 
2.2  延拓技术 

为了获得非线性系统的动力学特性随系统参

数的变化趋势，一般采用延拓技术(Continuation 
technique)，在延拓过程中，非线性动力学特征称

为延拓结果（用 Y 表示），自变量系统参数（用

λ 表示）称为延拓参数[66]。延拓过程是指从初始

延拓参数出发，经历多个延拓步，描绘出整个延

拓结果随着延拓参数的变化曲线。延拓技术存在

两个优点：1) 能够区分两个非常相近解；2) 能
够找到同一延拓参数下的不同延拓结果，即能捕

捉到非线性系统中刚化和软化效应，模态转化，

内共振和分岔等复杂非线性特征[67]。 

 
图 5 延拓技术中的预测子步和修正子步 

Fig. 5 A predictor-corrector for one continuation step 

 
一个完整的延拓步是通过一个预测子步和多

个修正子步获得当前延拓步下系统的解，如图 
5。常见预测的方法有割线法，切线法和基于拉

格朗日多项式的高阶插值法；常见修正方法有弧

长法，伪弧长法等[66]。 
结合延拓技术的 M-HBM 在学术界广泛使用。

近些年，Cochelin 和 Vergez 开发了一套高阶纯频

域的 M-HBM 公式用来延拓周期解，叫渐进数值

方法(Asymptotic numerical method)[68]。渐进数值

方法需要将非线性动力学方程进行二次重构使得

非线性项尽可能呈现为二次形式。渐进数值方法

能够提高延拓过程的效率，但是对于非连续非线

性力的二次重构较难直接实现。Woiwode 等[69]比

较了基于 M-HBM 的传统延拓方法与渐进数值方

法。渐进数值方法在考虑摩擦阻尼的非线性系统

中使用的可行性仍有待探索。 
 

3 摩擦接触模型 

摩擦接触模型描述了摩擦界面接触力与相对

位移的本构关系，其准确性决定了干摩擦系统动

力学分析的精度。现有的摩擦接触模型可以简单

地分为两类：(1) 静态模型；(2) 动态模型。静

态模型把摩擦力表示成接触点相对速度的函数。

动态模型的接触力则需要根据时间历程获得。本

章节将分别对其中的代表性模型进行介绍。 
 

3.1  静态模型 

常见的四种静态摩擦接触模型包括（图 6）：

阿蒙顿-库仑摩擦模型 (Amontons-Coulomb fric-
tion)，静摩擦模型  (Stiction)，粘滞摩擦模型 
(Viscous friction)和斯特里贝克摩擦模型 (Stribeck 
friction)。 

 
图 6 不同静态摩擦接触模型 

Fig. 6 Different static dry friction models 

 
阿蒙顿-库仑摩擦模型是最早采用的干摩擦

模型，由 Amontons 和 Coulomb 先后完善。其中

库仑摩擦力等于摩擦系数和正压力的乘积并且于

滑移速度相反。Morin 通过试验发现在速度为 0
时的摩擦力大于库仑摩擦力，提出了静摩擦系数

和动摩擦系数的区别。Reynolds 定义了粘滞摩擦

模型，是粘滞效应和库仑摩擦力的结合。

Stribeck 通过试验发现了斯特里贝克效应，即在

当摩擦力由静摩擦向库仑摩擦力变化时，摩擦力

随速度的增大而减小。斯特里贝克摩擦模型综合

考虑了库仑摩擦力，粘滞效应和斯特里贝克效应。 
 

3.2  动态模型 

动态摩擦接触模型的接触力与历程相关。现

有的动态模型可以分为两类：(1) 宏滑移摩擦接

触模型；(2) 微滑移摩擦接触模型。将动态摩擦

模型建立在接触面主节点间或者分布式的接触节

点间，即可描述接触面间的迟滞特征，从而开展

动力学分析。 
3.2.1  宏滑移模型  

宏滑移摩擦接触模型即指不考虑微滑移效应

的摩擦接触模型，这类模型一般用来描述接触界

面中一对接触节点的摩擦接触力。常见的宏滑移

摩擦接触模型依靠詹金斯单元 (Jenkins element)
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实现。 
Griffin 提出一维摩擦接触模型由单个切向詹

金斯单元及常法向压力 0N 组成（图 7）[70]。在

詹金斯单元中，x(t)为相对位移， tk 表示切向接

触刚度， ( )tω 是代表滑移内部变量，μ 为摩擦系

数。一维摩擦接触模型只能考虑一个方向的摩擦

力，有两个接触状态即粘滞和滑移（图 7），且

无法考虑切法向耦合振动带来的正压力波动。这

里，不同颜色的曲线代表不同激振力水平下的振

动情况，F0 代表正则化激振力幅值， nlF 代表摩

擦力，τ 为无量纲时间。 

 
图 7 一维动态摩擦接触模型 

Fig. 7 1D dynamic friction contact models 

 
Yang 等提出了二维摩擦接触模型（图 8，也

有学者称为一维摩擦接触变法向压力模型），纳

入了切法向耦合的影响[71]。该模型包括一个切向

詹金斯单元及法向弹簧（法向接触刚度为 nk ，法

向相对位移为 y(t)）组成。由于法向弹簧的存在，

接触节点的法向位移和接触分离可以被考虑，法

向力 nl,nF 的大小也会随时间变化，进而引起切向

摩擦力 nl,tF 时变。如接触节点初始状态为分离，

则施加法向压力 nk− ∆ ， ∆为初始接触间隙。该

接触模型在缘板阻尼器等接触面内存在主要运动

方向的摩擦阻尼器动力学分析中应用广泛。 
Yang 和 Menq 提出了三维摩擦接触模型（图 

9），由两个正交切向詹金斯单元及法向弹簧组

成[72]，其中 t1k 与 t2k 代表两个方向的切向刚度，

此时需要两个滑移内部变量 1( )tω 与 2 ( )tω 。通过

正交切向詹金斯单元可以表征接触面内任意方向

的摩擦力，其中 nl,xF 与 nl, yF 为摩擦力在接触面内

两个方向的分量，其大小为法向接触力 nl,zF 与摩

擦系数 μ 的乘积。该三维摩擦接触模型在叶冠等

具有接触面内二维切向运动的摩擦阻尼器的动力

学分析中应用较多。 

 
图 8 二维动态摩擦接触模型 

Fig. 8 2D dynamic friction contact models 

 

 
图 9 三维动态摩擦接触模型 

Fig. 9 3D dynamic friction contact model 

 
3.2.2  微滑移模型  

微滑移模型是指考虑微滑移效应的摩擦接触

模型，即一个接触模型能考虑部分滑移部分粘滞

的状态。图 10 展示了通过宏滑移摩擦模型与微

滑移摩擦模型获得的迟滞回线对比。常见的微滑

移的摩擦模型如 Iwan 模型[73]，Dahl 模型[74]，

LuGre 模型[75]，Bouc-Wen 模型[76][77]和 Valanis 模
型[78]等。在微滑移摩擦模型中，大部分参数都没

有实际物理意义，微滑移模型中的参数通常都是

1
图7-9彩印
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通过试验校核的。此外，有些微滑移模型如 Dahl
模型和 Valanis模型是一维的，即只能描述一个方

向的摩擦力。 
为了将微滑移模型更好地使用在动力学分析

中，Laxalde和 Thouverez[28]用一个Dahl 模型代替

三维摩擦接触模型中的两个詹金斯单元。为了使

用 Dahl 模型可以考虑两个正交方向的摩擦力，两

个方向的切向位移被定义为复数形式用来模拟接

触界面内二维摩擦力。另外，Pesaresi 等[5]同样进

行了类似的尝试，将三维摩擦接触模型中的两个

詹金斯单元替换为两个独立的Valanis 模型，尽管

两个Valanis 模型没有产生耦合效果，但实现了在

一定精度下节约计算资源的目的。 
 

 
图 10 宏滑移摩擦模型(詹金斯单元)与微滑移摩擦模

型(Dahl)迟滞回线对比 
Fig. 10 Hysteresis loops of the macroslip model (Jenkins 

element) and microslip model (Dahl)  

 
4 阻尼非线性模态求解方法 

章节 2 回顾了求解一般非线性动力学方程的

不同数值计算方法。章节 3 总结了常用的动力学

摩擦接触模型用于表征摩擦接触力。通过两种不

同的技术路线将基于周期运动定义的 NNM 延伸

至非线性不守恒系统中的 dNNM。 
本章节将分别给出非线性复模态 CNM 与拓

展周期运动概念 EPMC 下求解阻尼非线性模态的

详细过程。在此基础上，人们可以使用周期运动

问题的常规求解技术求解非线性不守恒系统的

dNNM。 
可通过 M-HBM 法求解阻尼非线性模态，即

在不考虑激振力与材料阻尼的条件下求解动力学

方程（式(5)）。对于 CNM 和 EPMC，其区别在

于动刚度矩阵 ( , )ω ζZ 不同， ζ 为模态阻尼比。

为方便后续推导，将动刚度矩阵表示为各谐波阶

次的组集： 

 

h

0

1( , )
...

N

ω ζ

 
 
 =  
 
  








Z
Z

Z

Z

  (8) 

下面将详细给出 CNM 和 EPMC 的动刚度矩。 
 
4.1 非线性复模态概念 

Laxalde 和 Thouverez 于 2007 年提出了使用

非线性复模态计算考虑摩擦阻尼的 dNNM[28]。在

考虑摩擦阻尼的自治系统中，由于摩擦力引起的

能量耗散使该系统的自由运动呈衰减趋势。在

CNM 中，dNNM 通过多阶衰减谐波基函数的叠

加来表示拟周期解 Q： 

 
h 2( 1 )

0
R( e )

N
i n t

n
n

ζ ζ ω− + −

=

= ∑ Q Q   (9) 

其中ζ 为模态阻尼比。 
式(7)带入式(5)，一般忽略粘滞阻尼，可将

非线性动力学方程投影到频域中，得到各阶谐波

数的动刚度矩阵分量： 

 
2 2 2 2 2

2 2 2

( , ) 2

2 1
n n n

in

ω ζ ω ω ζ

ω ζ ζ

= − +

− −

Z K M M

M
  (10) 

 
4.2  拓展周期运动概念 

Krack 于 2015 年提出 EPMC，通过添加虚拟

粘滞阻尼来平衡由非线性不守恒力造成的能量损

失[29]；孙业凯等尝试添加虚拟滞回阻尼达到相似

的效果[58]。为了方便描述，本文对 EPMC 添加虚

拟粘滞阻尼简称为 EPMC-V，对 EPMC 添加虚拟

滞回阻尼简称为 EPMC-H。 
4.2.1  虚拟粘滞阻尼  

在 EPMC-V 中，通过添加负的虚拟粘滞阻尼

矩阵 2ωζ− MQ  到非线性自治系统中： 

 nl2ωζ− + + = MQ MQ KQ F 0   (11) 
通过 M-HBM 将公式(9)变换到频域即可得到

𝑛𝑛阶谐波数的动刚度矩阵： 
 2 2 2( , ) 2n n inω ζ ω ω ζ= − −Z K M M   (12) 

4.2.2  虚拟滞回阻尼  

在 EPMC-H 中，通过添加负的虚拟滞回阻尼

矩阵 2iζ− KQ 到非线性自治系统中，由于滞回阻

尼为虚数，只能直接添加到频域的动刚度矩阵中，

得到： 
 2 2( , ) 2n n iω ζ ω ζ= − −Z K M K   (13) 

 
4.3  小结 

本章综述了基于 CNM 和 EPMC 计算干摩擦

系统 dNNM 的数值方法，以 M-HBM 为例，对动

态刚度矩阵的具体构造给出了详细推导过程。关

于 CNM 和 EPMC 方法的不同，可以简单概述为

以下两点，详细对比结果见文献[57][58]。 
（1）CNM 只能通过 M-HBM 求解。EPMC-
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V 得益于虚拟迟滞阻尼，可以使用打靶法等其他

时域周期问题的求解方法。EPMC-H 中的虚拟滞

回阻尼只能在频域中定义，因此无法使用时域周

期问题的求解方法。 
（2）CNM 直接定义拟周期解（含衰减项），

所以在频时域转换对非线性力的描述中存在一定

误差。 
 
5 阻尼非线性模态预测共振点 

在 CNM 和 EPMC 提出后，通过非线性模态

分析评估干摩擦阻尼器的模态特性已经受到了广

泛认可。在此基础上，学术界发展了以 dNNM 预

测频响曲线或者共振点的不同数值方法，包括

Krack 等提出的非线性模态综合法 NMS [30] 和孙

业凯等提出的拓展能量平衡法（Extended-Energy 
Balance Method: E-EBM）[31]。 

 
5.1  非线性模态综合法 

非线性模态综合(Nonlinear Modal Synthesis: 
NMS)是一种使用 dNNM 获得系统稳态响应的数

值方法[30][79]。首先采用 EPMC 或 CNM 计算系统

的 dNNM；然后基于主模态共振假设，将动力学

方程投影到由目标非线性模态与其余线性模态构

成的基向量上，形成解耦的非线性振子与线性振

子；最终根据分析目的，进行单自由度非线性振

子的迭代计算，并综合其余线性模态的响应，获

得频响曲线（图 11）。 

 

图 11 通过dNNM结合NMS获得频响与直接通过M-
HBM获得的频响对比[30] 

Fig. 11 Comparison of frequency response obtained by M-
HBM and dNNM combined with NMS[30] 

在频响曲线的计算上，该方法与 M-HBM 稳

态响应算法相比在计算效率与精度上都没有优势。

但是，当人们只关注于共振点的动力学行为时，

采用非线性模态综合法，并对激振力等参数进行

延拓，可以直接获得不同参数组合下的共振响应，

耗时与采用稳态响应分析时计算一条频响曲线相

近。产生误差的原因是非线性模态间的相互作用，

即内共振。因此，当正压力过小或激振力过大时

会引入不可忽略的误差，无法预测到由内共振带

来的多共振峰现象。 
 

5.2  拓展能量平衡法 

E-EBM 是一种基于 dNNM 直接获得振幅-激
励水平曲线并预测系统的非线性共振点强迫响应

的数值计算方法[31]。相比于 NMS，E-EBM 只能

用来预测共振点，即通过 dNNM 计算出共振响应

与外界激励大小之间的关系。E-EBM 基于能量平

衡关法，在非线性动力学系统中类似的能量分析

方法可以参考[50][80][81]。能量平衡法最初运用于

非线性守恒系统，并通过解析方法获得振幅-激
励曲线 [82]，并可以预测孤立子的存在 [31][83]。

Cenedese 和 Haller 通过 Melnikov 方法解析证明

能量平衡法成立条件[84]。E-EBM 的实现基于以

下假设：①系统表现为单非线性模态主导振动；

②共振点的强迫响应与非线性模态所对应同频率

且同振幅的拟周期解具有一致性。 
在 E-EBM 方法中，以 dNNM 的拟周期解作

为系统边界，计算出系统边界内外的能量交换。

即，外界激励增加到系统内的能量会被系统内耗

散的能量抵消。在已知 dNNM 的模态振幅的情况

下，系统内耗散的能量可以直接获得，且为常数。

但外部激励增加到系统内的能量正相关于其外部

激励的大小。通过能量平衡即可获得未知的外部

激励大小。经过 dNNM 和 E-EBM，可以获得响

应-外激励水平曲线（图 12），图例中 F0 表示激

振力幅值。 

 

图 12 通过dNNM和E-EBM获得的共振点与通过M-
HBM获得的频响共振点对比[31] 

Fig. 12 Comparison of resonant solutions obtained by M-
HBM and dNNM combined with E-EBM[31] 

6 阻尼非线性模态在干摩擦阻

尼器分析与设计中的应用 

本章节综述在国内外学术界关于阻尼非线性

模态在干摩擦阻尼器的分析和设计中的应用研究。

将依据干摩擦阻尼器的形式进行分类总结，包括

1
图12彩印
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转子叶片的叶冠摩擦接触、缘板阻尼器、叶根榫

头摩擦接触和针对于整体叶盘的干摩擦阻尼环。 
 
6.1  叶冠干摩擦阻尼 

Krack 等[30][34]使用 EPMC 求解 dNNM 并通过

NMS获得系统的非线性频响曲线，并将其应用于

整圈带冠涡轮叶片的动力学特性分析。对于具有

30 个扇区，每个扇区包含 25641 个自由度数（含

51 个非线性自由度）的带冠叶盘结构有限元模型

（图 13），结合周期减缩与动态凝聚等降维方

法，当保留 7 阶谐波时，计算一条脊线的时间仅

为 9 分钟，当正压力在有效工作范围内时，共振

响应几乎与稳态响应计算一致（图 14）。 

 

图 13 Krack等采用的带冠叶片轮盘模型[30] 
Fig. 13 Finite element model of a dummy bladed disk with 

shrouded tips by Krack et al.[30] 

 

 

图 14 采用NMS与M-HBM计算获得的整圈带冠叶片

的频响对比[30] 
Fig. 14 Comparison of the frequency response curves sim-

ulated by the NMS and the M-HBM [30] 

为了揭示带冠叶片由颤振导致的极限环振动，

Berthold 等将非线性模态分析与气弹分析相结合，

发展了一种基于谐波平衡的自激振动频域极限环

计算方法[85][86]。该方法克服了传统线性假设下的

叶片气弹稳定性分析并未考虑接触、大变形等非

线性环节对振型和频率的影响，因此无法预测极

限环振动带来的弊端。 
在结构分析层面，采用了 EPMC 框架下定义

的 dNNM 获取振型、摩擦阻尼比与振幅的关系；

在气动分析层面，通过将气动影响系数矩阵在阻

滞和分离状态下插值考虑接触对模态频率的影响，

通过纳入与振幅相关的振型考虑非线性对模态振

型的影响。以顺次耦合的方式评估气动力并带入

结构的频域动力学方程进行迭代计算，即可获得

颤振极限环振动。 
该研究以含60个扇区的全周带冠叶片有限元

模型为例，采用分布式的 3D 接触对，首次以数

值仿真的方式再现了在试验中发现的极限环自激

振动现象（图 15），揭示了在颤振分析中纳入

非线性的重要意义。另一方面，该研究也凸显了

非线性模态分析在航空发动机或燃气轮机工程研

究中的价值，不仅可用于带冠叶片的稳态响应分

析，还可以用于颤振分析。 

 

图 15 采用线性/非线性模态计算出的各幅值下整圈

带冠叶片的气动阻尼与模态阻尼（交点为极

限环）[85] 
Fig. 15 Aerodynamic damping and modal damping of the 

full-circle shrouded blades at various amplitudes 
by using linear/nonlinear modes (intersection re-

fers to limit cycle oscillation) [85] 

 
6.2  缘板阻尼器 

基于非线性模态分析可以显著提升干摩擦结

构参数分析的效率，相关研究可见于缘板阻尼块

的优化设计上。 
孙业凯等[87]基于 EPMC求解 dNNM，采用二

维梁模型，对缘板阻尼器减振效果随伸根长度和

接触角度等设计参数以及摩擦系数和基础刚度等

界面参数的影响规律进行了数值分析。这项研究

采用单点二维摩擦接触模型模拟界面的摩擦行为。

该研究的目的主要在于初步论证非线性模态分析

在缘板阻尼器设计中的可行性，因此，仅考虑了

叶片的前两阶弯曲模态。 
综合考虑缘板阻尼器对刚度和阻尼的影响，

寻找了最优设计参数。在此基础上，结合拉丁超

立方采样与蒙特卡洛模拟，以统计分析的手段揭
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示了界面参数的分散性对阻尼效果的影响。研究

表明界面参数的散度对缘板阻尼器性能的影响较

小（图 16），黄色区域代表阻尼比分布。 

 

图 16 考虑界面参数散度下的缘板阻尼器模态阻尼

随系统能量变化曲线及其分散带[87] 
Fig. 16 Modal damping generated by the under-platform 

damper and its distribution versus kinetic energy 
considering the uncertainties of contact parame-

ters[87] 

 
Krack 等[88]提出了基于 EPMC 的缘板阻尼结

构可靠性优化方法。其内核是通过非线性模态分

析生成叶盘-缘板阻尼器结构的降维动力学模型。

以上述降维动力学模型为基础，即可通过非线性

模态综合法计算响应。采用上述方法，人们可以

避免反复进行不同参数组合下频响曲线的非线性

稳态响应计算，从而节约计算资源。 

 

图 17 Krack等采用的模拟叶盘-楔形缘板阻尼块有

限元模型[88] 
Fig. 17 Finite element model of the dummy bladed disk 

and the wedge under-platform damper by Krack et 
al.[88] 

 
该研究采用简化的谐调叶盘结构的有限元模

型（图 17），在缘板阻尼块的刚体假设下，以

分布式三维接触对模化摩擦界面的本构关系，并

采取周期减缩将模型降低到单扇区维度。在此基

础上，以质量（直接影响正压力）为设计变量，

以激振力水平、材料阻尼、摩擦系数为不确定变

量，以最大响应幅值小于目标幅值的概率为目标

函数，分析了在考虑参数不确定性的前提下，实

现减振目标的概率随设计参数的变化规律，得到

了名义参数下的最优设计点与考虑参数不确定性

的可靠性设计点不一致的结论（图 18）。 
无论是孙业凯等的研究还是 M. Krack 等的研

究，都证明了以非线性模态为基础的参数分析方

法可以显著提升在参数空间内大规模遍历分析时

的效率，在缘板阻尼结构的优化设计方面极具工

程应用前景。但值得注意的，由于继承自非线性

模态，上述方法均无法考虑非线性模态间的相互

作用，仅适用于单个非线性模态主导的工况。 

 

图 18 不同摩擦系数下缘板阻尼器产生的模态阻尼

比随振幅的变化[88] 
Fig. 18 The modal damping generated by under-platform 

dampers versus vibration amplitude curves for dif-
ferent friction coefficients[88] 

 
6.3  叶根榫头阻尼 

Laxalde 等[33]通过 CNM 计算考虑榫头阻尼叶

片的 dNNM，并且将接触界面的微动磨损的影响

考虑进非线性模态分析。采用的三维有限元叶片

模型如图 19 所示，该模型的榫头处每侧有 24 个

接触节点。该研究通过传统的 Craig-Bampton 固

定界面模态综合法用来减缩模型的自由度数。以

叶片的一阶弯曲模态为目标研究微动磨损对叶根

榫头阻尼效果的影响。 
Laxalde 等使用 Archard 磨损模型通过正压力

以及滑动位移量确定磨损量。磨损量对摩擦系数

的改变忽略不计，将磨损量引入每一个振动周期

的改变其初始间隙[89]。考虑到磨损周期远慢于振

动周期，将双时间尺度引入到非线性模态分析，

即在快时间尺度开展振动分析，在慢时间尺度开

展磨损分析[90]。因此，在非线性模态分析过程中，

dNNM 的模态共振频率和模态阻尼随着振动幅度

以及磨损周期变化（图 20）。研究表明，由于

磨损的影响，榫头干摩擦阻尼随着循环数的增加

而减少。磨损率在大量循环后可能会产生突变，

引起叶片榫头提供的摩擦阻尼产生显著变化。 



12      

 

图 19 Laxalde等采用的含叶根榫头阻尼的叶片有限

元模型[33] 
Fig. 19 Finite element mode of the blade with blade root 

damping by Laxalde et al.[33] 

 

 

图 20 磨损下考虑叶根阻尼叶片的共振频率/模态阻

尼比随循环次数的演化[33] 
Fig. 20 Evolution of resonant frequency/ modal damping 

ratio with fretting-wear cycles for the blade con-
sidering root damping[33] 

 
袁杰等[91]采用 EPMC 计算考虑榫头阻尼的风

扇叶片的 dNNM，并通过 NMS 重建非线性频响

曲线。三维有限元叶片模型如图 21 所示，该模

型由一个含 27707 个节点的风扇叶片有限元模型

和一个含 13826 个节点的轮盘扇区模型构成，风

扇叶片通过榫头安装到轮盘扇区模型的榫槽上。

在榫头榫槽的摩擦接触面上共 208 个接触节点。

为了获得更好的计算效率，袁杰等使用一种主动

调节模态子空间的模型降阶方法，将计算效率相

比于传统的 Craig-Bampton 固定界面模态综合法

提升了 120 倍[92]。 

 

图 21 袁杰等采用的纳入榫头榫槽接触的叶片-轮盘

有限元模型[91] 
Fig. 21 Finite element model of the bladed disk consider-

ing the contact of blade root joints by YUAN et al. 
[91] 

 

 

图 22 不同激振水平下基于dNNM结合NMS和使用

M-HBM直接计算得到的考虑叶根阻尼的叶片

频响对比[91] 
Fig. 22 Comparison of the frequency response synthesized 

by dNNM combined with NMS and directly calcu-
lated by M-HBM at different excitation levels for 

the blade with root damping[91] 

 
袁杰等通过 dNNM 和 NMS 重建了不同激振

力下的频响曲线，并与通过 M-HBM 直接计算得

到频响曲线进行对比（图 22）。研究表明，

NMS 重建的非线性频响曲线在低激振力时与 M-
HBM 直接计算得到频响曲线无明显差异。在高

激振力时，可以观察到通过 dNNM 与 NMS 重建

的频响曲线在近共振点的位置大于通过 M-HBM

1
图22彩印
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直接计算得到的频响曲线。对其可以解释为，在

dNNM 的计算过程已经纳入其余线性模态对于该

dNNM 的贡献。然而在 NMS 的过程中，是通过

以 dNNM 为主模态并叠加其余线性模态作为修

正。因此，在近共振点的位置，其余线性模态的

贡献 NMS 中被重复考虑。 
 
6.4  整体叶盘-干摩擦阻尼环 

Laxalde等[28][33]基于CNM求解压气机整体叶

盘-干摩擦阻尼环的 dNNM，以揭示不同摩擦系对

模态特性的影响。文章采用的单扇区三维有限元

模型如图 23 所示，叶盘由 36 个扇区组成。其中，

整体叶盘是由四面体网格建立，干摩擦阻尼环由

三维梁单元建立。Laxalde 等使用周期减缩法，

基于单扇区模型与周期循环边界条件模拟整圈叶

盘。目标模态为四节径下的二阶弯曲模态，并且

假设施加在阻尼环的正压力周向均匀分布。 
 

 

图 23 Laxalde等采用的压气机整体叶盘-干摩擦阻尼

环有限元模型[33] 
Fig. 23 Finite element model of the compressor blisk with 

a friction ring damper by Laxalde et al.[33] 

 
非线性模态分析结果以共振频率/模态阻尼

比随振幅变化曲线呈现，如图 24。首先，可以

发现考虑不同摩擦系数 dNNM 呈现出不同大小

的拐点振幅。即当振幅小于拐点振幅时，共振频

率不会随着振幅的变化而变化，模态阻尼比维持

在 0。当振幅大于拐点振幅时，共振频率开始随

着振幅的增大减小，模态阻尼开始快速增加然后

逐步降低。摩擦系数越大，拐点振幅越大。在相

同振幅下共振频率随着摩擦系数的增大而增大。

最大模态阻尼比随着摩擦系数的增大而减小。 
刘久周等[93]采用非线性复模态分析 CNM，

基于集中参数模型，对整体叶盘-干摩擦阻尼环

系统的模态特性进行了研究。其主要目的为定性

对比干摩擦阻尼与压电同步开关阻尼机理的异同。 
孙业凯等[94]-[96]基于 EPMC 求解模拟整体叶

盘-干摩擦阻尼环的 dNNM, 并以模态阻尼比作为

设计依据，对干摩擦阻尼环的界面以及周向形状

进行几何优化。模拟整体叶盘-干摩擦阻尼环的

三维有限元模型如图 25 所示，该整体叶盘由 30
个叶片组成，叶盘扇区包含 40320 个六面体网格，

干摩擦阻尼环扇区包含 360 个六面体网格。孙业

凯等采用三步模型减缩法，即第一步进行周期减

缩，第二步使用传统的 Craig-Bampton 固定界面

模态综合法减缩内部自由度，第三步使用部分界

面模态降阶减缩在循环对称周期界面的节点[94]。 

 

图 24 不同摩擦系数下整体叶盘-干摩擦阻尼环模态

频率（上）与阻尼比（下）随振幅的变化[33] 
Fig. 24 Modal frequency (top) and damping ratio (bottom) 

versus vibration amplitude for different friction co-
efficients [33] 

 
为了对摩擦阻尼环进行几何设计，孙业凯等

采用三个参数以控制摩擦阻尼环的上下表面的形

状，并且自动更新网格。采用拉丁超立方法在整

个设计空间内采样作为样本，然后通过 EPMC 和

E-EBM 法获得各样本点的 dNNM，接着使用样本

dNNM 训练，建立克里金代理模型(Kriging meta-
models)。最后通过已验证的克里金代理模型对整

个几何设计空间进行搜索，通过共振频率/模态阻

尼比随振幅变化曲线获得阻尼比最大的几何形状

（图 26）。最优后的几何形状如图 25 所示，几

何优化使得摩擦阻尼环的最大模态阻尼比增大两

倍，共振峰值下降 50%。 
摩擦阻尼器考虑非线性特征的几何设计是非

常耗时耗力。现有设计方法往往依赖于线性动力

学分析或者非线性稳态响应分析。通过克里金代

理模型预测 dNNM 可以为未来摩擦阻尼器的几何

设计提供更精确且经济的仿真模拟方法。 

1
图24彩印
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图 25 孙业凯等采用的模拟整体叶盘-干摩擦阻尼环

有限元模型[96] 
Fig. 25 The dummy blisk with friction ring damper finite 

element model by SUN et al.[96] 

 

 

图 26 几何设计空间内整体叶盘-阻尼环系统的共振

频率/模态阻尼比随振幅的变化[96] 
Fig. 26 Modal frequency and damping ratio versus vibra-

tion amplitude of the blisk-friction ring damper 
system in the whole design space of geometry pa-

rameters[96]. 

 
将压电材料铺设到干摩擦阻尼环上，形成干

摩擦-压电复合阻尼环，是一种进一步提升阻尼

器性能，以满足整体叶盘的变工况振动控制需求

的新思路。北航的吴亚光等[97]采用非线性复模态

的分析方法，分别基于集中参数模型和有限元模

型（图 27），对干摩擦-压电复合阻尼环的可行

性进行了深入的分析。 
其核心思想是基于压电材料的正机电耦合效

应，使存储在阻尼环中的应变能可以通过压电分

支阻抗进一步耗散。结合电路参数的可调性与干

摩擦阻尼结构的可靠性，复合阻尼环的总输出阻

尼和工况适应性均得到了提高（图 28）。一个

潜在的应用场景是当航空发动机转速变化时，阻

尼环上的正压力偏离设计值，可以通过根据运行

状态对压电阻抗和干摩擦进行匹配。 
 

 

图 27 吴亚光等采用的整体叶盘-压电/干摩擦复合阻

尼环模型[97] 
Fig. 27 The blisk with a piezo/friction hybrid ring damper 

model by WU et al.[97] 

 

 

图 28 通过CNM获得的复合阻尼环产生的阻尼比与

非线性模态机电耦合系数[97] 
Fig. 28 Modal damping ratio and nonlinear modal electro-

mechanical coupling factor generated by the hy-
brid ring damper through CNM[97] 

 
由于非线性的存在，这两种阻尼相互作用，

不能直接叠加来评估总输出阻尼。为了满足这一

需求，吴亚光等[98]将机电耦合理论扩展到非线性

框架，定义了非线性模态机电耦合系数，并发展

了基于非线性模态的分析设计方法，实现了复合

阻尼环减振性能的快速评估。该方法通过稳态响

应进行了验证。 
在有限元模型的分析中，采用了六面体实体

单元对整体叶盘和阻尼环进行了建模，采用多场

耦合实体单元对压电材料建模。采用了可变正压

力的二维分布式接触模型描述界面本构。为了提

升计算效率，采用了非线性周期减缩方法，将模

型降低到单扇区维度。为了提升牛顿迭代时算法

的收敛性，还给出了解析形式的雅各比矩阵。研

究表明，复合阻尼环可以使最优减振效果提升

30%，使有效工作范围拓宽 2.6 倍。这种模块化

的设计也使得更便于更换和维护。 
 
7 阻尼非线性模态的试验研究 

含干摩擦阻尼的航空发动机结构属于广义非

线性结构的一种特殊类型，此类结构的动力学试

验方法及研究进展可以从两个类别去归纳：一类

1
图28彩印
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是频响函数试验方法，这类试验方法通常对结构

施加多幅值的激励力，测得结构多条畸变的频响

函数曲线。在此基础上，利用曲线拟合的方法辨

识结构的非线性模态参数；另一类是纯模态试验

方法，可直接得到非线性模态的参数。这两类方

法在航空发动机部组件干摩擦阻尼结构的试验中

均有报道。 
 

7.1  频响试验方法 

频响函数试验方法的一大优势是可以利用现

有的、较为成熟的线性结构动力学测试的硬件和

振动控制系统开展非线性结构的试验。最早的试

验研究可以追溯到 Setio 等人[99] 对一端有非线性

连接结构的梁开展模态参数辨识的试验，他们通

过拟合试验测得的非线性频响函数，得到了结构

的非线性模态频率与振型随着激励幅值的变化关

系。此后，Sanliturk 等[100]在设计了简易涡轮叶片

缘板阻尼器试验装置（如图 29 所示），通过施

加不同幅值的步进式正弦扫频激励，获得了结构

在同相和异相两阶弯曲模态附近的非线性频响函

数，并且将试验结果与采用分析模型得到的预示

结果进行了对比，验证了分析模型的有效性。然

而，频响函数试验方法往往依赖于对系统施加多

幅值的激励力，需要开展多次扫频试验，耗时较

长。 

 

图 29 Sanliturk等人设计的涡轮叶片缘板阻尼器动力

学试验装置[100] 
Fig. 29 The test rig for blade with underplatform damper 

in the work of Sanliturk et al.[100] 

 
7.2  纯模态试验方法 

所谓的纯模态，就是指通过单点或者多点的

适调力使得非线性结构一直处于共振状态，从而

直接获得结构的模态参数。这类试验方法具有较

好的信噪比与可信度，因而在大型线性航空航天

结构的动力学试验中取得了广泛的应用。然而，

对于非线性结构而言，开展纯模态试验颇具挑战。 
非线性系统的纯模态试验最早由 Peeters 等人

报道[101]。在实验中，采用手动调节激振力频率

的方式，使得激振力的相位与结构上单点加速度

响应的相位始终相差 90°，这个相差又被称为非

线性结构相位共振的相差条件。此后，该手动调

节的过程逐渐被自动调节的控制技术所取代，例

如锁相环控制技术、基于控制的连续方法、共振

峰追踪技术等。 
Schwarz 等[102] 在德国 MTU 航空发动机公司

的资助下搭建了叶根榫头动力学试验装置，并对

试验系统进行纯模态试验。该装置在榫槽结构上

施加基础激励并测量激振力信号，通过激光多普

勒测振仪测量叶尖的振动速度信号，再利用锁相

环技术控制激振力与速度的相位差始终为零，从

而满足相位共振条件。试验中通过不断提高激振

力的大小，直接获得了系统的非线性模态频率与

阻尼比随着激振力的变化曲线。 

 

图 30 Schwarz等人开展的涡轮叶片叶根榫头动力学

试验装置[102] 
Fig. 30 The test rig for turbine blade in the work of 

Schwarz et al.[102] 

 

 

图 31 王兴等人开展的风扇叶片全场模态试验[103]  
Fig. 31 Full-field nonlinear modal test for fan blade by 

WANG et al.[103].  

 
除此之外，非线性结构的模态振型预示着应

力的分布，具有较大的工程价值，其测量一直是

个难点。一方面因为传统的接触式传感器会改变

结构的动态特性，而新型非接触式测量系统往往

需要专门的测试流程。另一方面，非线性模态的

振型含有多个谐波的分量，需要专门的数据处理

方法才能够高精度地估计其各分量的幅值。近期，

王兴等人[103] 通过共振峰追踪技术对发动机风扇

叶片开展了纯模态试验，通过三维激光多普勒测

振仪测量了风扇叶片在大幅非线性振动状态下的

全场动力学响应。在此基础上，利用提出的多步

插值傅里叶分析方法对响应数据的各个谐波分量

进行了估计，获得了风扇叶片非线性模态的多谐
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波振型。 
 

8 未来研究方向 

虽然基于非线性模态的干摩擦阻尼结构分析

与设计方法在近十年里取得了重要进展，也逐渐

获得了工业界的认可，但是作者认为，还存在以

下亟待解决的问题： 
1）当采用非线性模态分析干摩擦系统的稳

态响应时，无论是拓展能量平衡法还是非线性模

态综合法，均基于单模态假设。但是，叶盘结构

具有模态密集的特征，延用单模态振动的假设过

强。因此，对于以“模态算响应的技术路线”，

需要发展相应的方法使得能够处理存在多个非线

性模态相互作用的情况。 
2）在基于非线性模态对叶片/叶盘干摩擦阻

尼结构的分析方面，多在“名义条件”下开展，

但是实际情况下，无论是界面温度还是界面力学

参数，“服役条件”下都会随着时间而演化，叶

盘各扇区的参数也会存在失谐。因此，纳入“服

役条件”的影响也将是未来的研究重点之一。 
3）在非线性模态的试验方面，现有研究多

基于简单结构，且均在实验室条件下开展。因此，

建立适用于航空发动机叶盘结构的非线性模态试

验方法是进一步推动非线性模态从理论到工程应

用的关键。 
 

9 结论 

本文重点综述了近十余年来非线性模态应用

于叶片/叶盘干摩擦阻尼结构分析与设计的研究进

展，得到的主要结论如下： 
1）随着非线性模态理论与数值方法的发展，

非线性模态不仅适用于守恒非线性系统，学术界

提出的阻尼非线性模态同样适用于包括干摩擦在

内的非光滑非守恒非线性系统； 
2）存在两种表征阻尼非线性模态的方式，

分别是非线性复模态概念于拓展周期运动概念，

均可通过多阶谐波平衡法求解； 
3）非线性模态综合法与拓展能量平衡法建

立了干摩擦系统的非线性模态与稳态强迫响应之

间的桥梁，相较于传统的强迫响应分析方法，上

述方法可以显著提升参数分析时的计算效率； 
4）针对干摩擦阻尼结构，基于非线性模态

的分析方法已经从机理研究段发展到了工程研究，

从定性研究发展到了定量研究，从集中参数模型

发展到了高保真有限元模型，从单点一维接触发

展到了多点分布式三维接触； 
5）目前，国内外学者已经基于非线性模态

对叶片/叶盘干摩擦阻尼结构的动力学性能开展了

分析与设计工作，结构形式涉及叶冠、缘板阻尼

器、叶根、阻尼环等，研究目标包括参数优化、

几何设计、鲁棒性设计、气弹稳定性分析、新型

复合阻尼器设计等； 
6）干摩擦阻尼结构试验研究的发展主要有

两个方面：一方面，由于多幅值激励下的结构频

响函数物理意义明确，其试验结果广受认可，但

是试验过程耗时较长，测试效率较低，需进一步

发展快速试验的技术。二是纯模态试验方法信噪

比高，但是当前相关技术仍然不成熟，面向实际

复杂结构的动力学试验报道非常稀少，尚在研究

的起步阶段，需进一步完善； 
7）未来潜在的研究方向可归纳为三方面：

①进一步完善基于非线性模态的稳态响应评估方

法，破除单模态假设；②以叶片/叶盘干摩擦阻尼

结构的“动态”设计为出发点，形成可考虑“服

役条件”的非线性模态分析方法；③将非线性模

态试验的适用方法从简单结构拓展到航空发动机

叶片/叶盘及其干摩擦阻尼结构。 
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