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Αβστραχτ

Τηισ παπερ δεϖελοπσ α νεω αππροαχη το χηανγε−ποιντ mοδελινγ τηατ
αλλοωσ τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ιν τηε οβσερϖεδ σαmπλε το βε υν−
κνοων. Τηε mοδελ ωε δεϖελοπ ασσυmεσ ρεγιmε δυρατιονσ ηαϖε α Ποισ−
σον διστριβυτιον. Ιτ αππροξιmατελψ νεστσ τηε τωο mοστ χοmmον απ−
προαχηεσ: τηε τιmε ϖαρψινγ παραmετερ mοδελ ωιτη α χηανγε−ποιντ εϖερψ
περιοδ ανδ τηε χηανγε−ποιντ mοδελ ωιτη α σmαλλ νυmβερ οφ ρεγιmεσ.
Wε φοχυσ χονσιδεραβλε αττεντιον ον τηε χονστρυχτιον οφ ρεασοναβλε ηιερ−
αρχηιχαλ πριορσ βοτη φορ ρεγιmε δυρατιονσ ανδ φορ τηε παραmετερσ ωηιχη
χηαραχτεριζε εαχη ρεγιmε. Α Μαρκοϖ Χηαιν Μοντε Χαρλο ποστεριορ σαm−
πλερ ισ χονστρυχτεδ το εστιmατε α ϖερσιον οφ ουρ mοδελ ωηιχη αλλοωσ φορ
χηανγε ιν χονδιτιοναλ mεανσ ανδ ϖαριανχεσ. Wε σηοω ηοω ρεαλ τιmε
φορεχαστινγ χαν βε δονε ιν αν ε′χιεντ mαννερ υσινγ σεθυεντιαλ ιmπορ−
τανχε σαmπλινγ. Ουρ τεχηνιθυεσ αρε φουνδ το ωορκ ωελλ ιν αν εmπιριχαλ
εξερχισε ινϖολϖινγ ΥΣ ΓDΠ γροωτη ανδ ιν�ατιον. Εmπιριχαλ ρεσυλτσ
συγγεστ τηατ τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ισ λαργερ τηαν πρεϖιουσλψ
εστιmατεδ ιν τηεσε σεριεσ ανδ τηε ιmπλιεδ mοδελ ισ σιmιλαρ το α τιmε
ϖαρψινγ παραmετερ (ωιτη στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ) mοδελ.
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1 Ιντροδυχτιον

Μανψ ρεχεντ παπερσ ηαϖε ηιγηλιγητεδ τηε φαχτ τηατ στρυχτυραλ ινσταβιλιτψ
σεεmσ το βε πρεσεντ ιν α ωιδε ϖαριετψ οφ mαχροεχονοmιχ ανδ �νανχιαλ τιmε
σεριεσ [ε.γ. Ανγ ανδ Βεκαερτ (2002) ανδ Στοχκ ανδ Wατσον (1996)]. Τηε
νεγατιϖε χονσεθυενχεσ οφ ιγνορινγ τηισ ινσταβιλιτψ φορ ινφερενχε ανδ φορεχαστ−
ινγ ηασ βεεν στρεσσεδ βψ, αmονγ mανψ οτηερσ, Χλεmεντσ ανδ Ηενδρψ (1998,
1999), Κοοπ ανδ Ποττερ (2001) ανδ Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν
(2006). Τηισ ηασ ινσπιρεδ α ωιδε ρανγε οφ χηανγε−ποιντ mοδελσ. Τηερε αρε
τωο mαιν αππροαχηεσ: ονε χαν εστιmατε α mοδελ ωιτη α σmαλλ νυmβερ οφ
χηανγε−ποιντσ (υσυαλλψ ονε ορ τωο). Αλτερνατιϖελψ, ονε χαν εστιmατε α τιmε
ϖαρψινγ παραmετερ (ΤςΠ) mοδελ ωηερε τηε παραmετερσ αρε αλλοωεδ το χηανγε
ωιτη εαχη νεω οβσερϖατιον, υσυαλλψ αχχορδινγ το α ρανδοm ωαλκ. Α ΤςΠ
mοδελ χαν βε ιντερπρετεδ ασ ηαϖινγ Τ�1 βρεακσ ιν α σαmπλε οφ σιζε Τ . Ρεχεντ
ιν�υεντιαλ εmπιριχαλ ωορκ ινχλυδεσ ΜχΧοννελλ ανδ Περεζ (2000) ωηο υσε α
σινγλε χηανγε−ποιντ mοδελ το πρεσεντ εϖιδενχε τηατ τηε ϖολατιλιτψ οφ ΥΣ εχο−
νοmιχ αχτιϖιτψ αβρυπτλψ φελλ ιν εαρλψ 1984. Ιν α ΤςΠ φραmεωορκ, Χογλεψ ανδ
Σαργεντ (2001) mοδελ ιν�ατιον δψναmιχσ ιν τηε ΥΣ ασ χοντινυουσλψ εϖολϖινγ
οϖερ τιmε. Ιν τηισ παπερ ωε σεεκ το βλενδ τηεσε τωο αππροαχηεσ ιν α mοδελ
τηατ αππροξιmατελψ νεστσ τηεm.

Το mοτιϖατε ωηψ συχη α βλενδ mιγητ βε υσεφυλ χονσιδερ τηε χασε οφ α
σmαλλ νυmβερ οφ βρεακσ ανδ, ιν παρτιχυλαρ, τηε ϖαριανχε βρεακ ιν ΥΣ εχο−
νοmιχ αχτιϖιτψ φουνδ βψ mανψ αυτηορσ αρουνδ 1984 [σεε Στοχκ ανδ Wατσον
(2002) φορ α ρεϖιεω]. Ιν αδδιτιον το τηε οβϖιουσ θυεστιον οφ ωηψ τηε ϖολατιλ−
ιτψ οφ αχτιϖιτψ δεχλινεδ, ισ α mορε ιmmεδιατε ονε: ωηετηερ τηε δεχλινε βε
συσταινεδ ορ ισ ονλψ α τεmποραρψ πηενοmενον. Μοδελσ ωιτη α σmαλλ νυmβερ
οφ στρυχτυραλ βρεακσ τψπιχαλλψ δο νοτ ρεστριχτ τηε mαγνιτυδε οφ χηανγε ιν τηε
χοε′χιεντσ τηατ χαν ηαππεν αφτερ α βρεακ, βυτ ιmπλιχιτλψ ασσυmε τηατ αφτερ
τηε λαστ βρεακ εστιmατεδ ιν τηε σαmπλε τηερε ωιλλ βε νο mορε βρεακσ. Ιν
χοντραστ, ιν τηε ΤςΠ mοδελ τηερε ισ προβαβιλιτψ 1 οφ α βρεακ ιν τηε νεξτ νεω
οβσερϖατιον. Ηοωεϖερ, φορ τηε ΤςΠ mοδελ τηε σιζε οφ τηε βρεακ ισ σεϖερελψ
λιmιτεδ βψ τηε ασσυmπτιον τηατ χοε′χιεντσ εϖολϖε αχχορδινγ το α ρανδοm
ωαλκ. Ιν τηε mοδελ ωε δεϖελοπ, α νεω βρεακ χαν βε φορεχαστ αφτερ τηε ενδ
οφ τηε σαmπλε ανδ σιζε οφ τηε βρεακ ισ παρτλψ δεπενδεντ ον τηε προπερτιεσ οφ
τηε πρεϖιουσ ρεγιmε, παρτλψ δεπενδεντ ον τηε ηιστορψ οφ αλλ πρεϖιουσ βρεακσ
ανδ παρτλψ ηασ α ρανδοm ελεmεντ.

Βαψεσιαν mετηοδσ αρε αττραχτιϖε φορ χηανγε−ποιντ mοδελσ σινχε τηεψ χαν
αλλοω φορ �εξιβλε ρελατιονσηιπσ βετωεεν παραmετερσ ιν ϖαριουσ ρεγιmεσ ανδ
αρε χοmπυτατιοναλλψ σιmπλε. Τηατ ισ, ιφ ωε ηαϖε α mοδελ ωιτη Μ δι¤ερεντ
ρεγιmεσ, τηεν ηιεραρχηιχαλ πριορσ χαν βε υσεδ το αλλοω ινφορmατιον αβουτ
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χοε′χιεντσ ιν τηε ϕτη ρεγιmε (ορ τηε δυρατιον οφ τηε ϕτη ρεγιmε) το δεπενδ ον
ινφορmατιον ιν τηε οτηερ ρεγιmεσ. Συχη αν αππροαχη χαν ιmπροϖε εστιmατιον
οφ χοε′χιεντσ. Ιτ ισ παρτιχυλαρλψ υσεφυλ φορ φορεχαστινγ ιν τηε πρεσενχε οφ
στρυχτυραλ βρεακσ σινχε ιτ αλλοωσ φορ τηε ποσσιβιλιτψ οφ ουτ−οφ−σαmπλε βρεακσ.
Wιτη ρεγαρδσ το χοmπυτατιον, υσε οφ α ηιεραρχηιχαλ πριορ αλλοωσ τηε ρεσεαρχηερ
το στρυχτυρε τηε mοδελ σο τηατ, χονδιτιοναλ ον υνκνοων παραmετερσ (ε.γ. τηε
χηανγε−ποιντσ) ορ α ϖεχτορ οφ λατεντ δατα (ε.γ. α στατε ϖεχτορ δενοτινγ τηε
ρεγιmεσ), ιτ ισ ϖερψ σιmπλε (ε.γ. α σεριεσ οφ Νορmαλ λινεαρ ρεγρεσσιον mοδελσ).
Ε′χιεντ Μαρκοϖ Χηαιν Μοντε Χαρλο (ΜΧΜΧ) αλγοριτηmσ ωηιχη εξπλοιτ τηισ
στρυχτυρε χαν βε δεϖελοπεδ. Τηισ αλλοωσ φορ τηε εστιmατιον οφ mοδελσ, υσινγ
mοδερν Βαψεσιαν mετηοδσ, ωιτη mυλτιπλε χηανγε−ποιντσ τηατ αρε δι′χυλτ
υνδερ τηε στανδαρδ χλασσιχαλ αππροαχη το χηανγε−ποιντ προβλεmσ.

Ηοωεϖερ, ωιτη σοmε παρτιαλ εξχεπτιονσ [ε.γ. Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ
Τιmmερmαν (2006) ανδ Σταmβαυγη ανδ Παστορ (2001)], ωε ωουλδ αργυε
τηατ τηε εξιστινγ Βαψεσιαν λιτερατυρε ιν εχονοmιχσ ηασ νοτ φυλλψ εξπλοιτεδ
τηε βενε�τσ οφ υσινγ ηιεραρχηιχαλ πριορσ. Ιν αδδιτιον, τηισ λιτερατυρε ηασ, φολ−
λοωινγ τηε εξιστινγ φρεθυεντιστ λιτερατυρε, φοχυσσεδ ον ειτηερ mοδελσ ωιτη α
σmαλλ νυmβερ οφ βρεακσ ορ ΤςΠ mοδελσ. Φυρτηερmορε, ασ αργυεδ ιν Κοοπ ανδ
Ποττερ (2004), σοmε χοmmονλψ−υσεδ Βαψεσιαν πριορσ ηαϖε υνδεσιραβλε προπ−
ερτιεσ. Τηεσε χονσιδερατιονσ mοτιϖατε τηε πρεσεντ παπερ ωηερε ωε δεϖελοπ α
mοδελ ωηιχη δραωσ ον ουρ βελιεφσ τηατ δεσιραβλε φεατυρεσ φορ α χηανγε−ποιντ
mοδελ αρε:

1. Τηε νυmβερ οφ ρεγιmεσ ανδ τηειρ mαξιmυm δυρατιον σηουλδ νοτ βε
ρεστριχτεδ εξ−αντε.

2. Τηε ρεγιmε δυρατιον διστριβυτιον σηουλδ νοτ βε ρεστριχτεδ το βε χον−
σταντ ορ mονοτονιχαλλψ δεχρεασινγ/ινχρεασινγ.

3. Τηε παραmετερσ δεσχριβινγ τηε διστριβυτιον οφ τηε παραmετερσ ιν εαχη
ρεγιmε σηουλδ, ιφ ποσσιβλε, ηαϖε χονδιτιοναλλψ χονϕυγατε πριορ διστριβυ−
τιονσ το mινιmιζε τηε χοmπυτατιοναλ χοmπλεξιτψ οφ χηανγε−ποιντ mοδ−
ελσ.

4. Dυρατιονσ οφ πρεϖιουσ ρεγιmεσ χαν ποτεντιαλλψ προϖιδε σοmε ινφορmα−
τιον αβουτ δυρατιονσ οφ φυτυρε ρεγιmεσ.

5. Τηε παραmετερσ χηαραχτεριζινγ α νεω ρεγιmε χαν ποτεντιαλλψ δεπενδ
ον τηε παραmετερσ οφ τηε ολδ ρεγιmε.

6. Τηε χηανγε−ποιντ mοδελ σηουλδ βε εασψ το υπδατε ιν ρεαλ τιmε ασ νεω
δατα αρριϖεσ ον τηε τιmε σεριεσ οφ ιντερεστ.
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Τηε πλαν οφ τηισ παπερ ισ ασ φολλοωσ. Ιν Σεχτιον 2 ωε ρεϖιεω τηε λινκ
βετωεεν χηανγε−ποιντσ ανδ ηιδδεν Μαρκοϖ χηαινσ. Ιν Σεχτιον 3 ωε δεϖελοπ
ουρ νεω mοδελ οφ ρεγιmε δυρατιον. Ιν Σεχτιον 4 ωε χονστρυχτ α mετηοδ φορ
mοδελινγ τηε χηανγε ιν ρεγιmε χοε′χιεντσ βασεδ ον α σιmιλαρ ηιεραρχηιχαλ
στρυχτυρε το τηε ΤςΠ mοδελ. Σεχτιον 5 γιϖεσ αν οϖερϖιεω οφ τηε ποστεριορ
σιmυλατορ υσεδ ιν ουρ Βαψεσιαν αναλψσισ (α τεχηνιχαλ αππενδιξ χονταινσ mορε
δεταιλσ). Τηισ σεχτιον αλσο σηοωσ ηοω σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλινγ (ι.ε.
παρτιχλε �λτερινγ1) mετηοδσ χαν βε υσεδ ωιτη ουρ mοδελ το χαρρψ ουτ ρεαλ
τιmε φορεχαστινγ ιν α χοmπυτατιοναλλψ ε′χιεντ mαννερ. Σεχτιον 6 χονταινσ
αππλιχατιονσ το ΥΣ ΓDΠ γροωτη ανδ ιν�ατιον ασ mεασυρεδ βψ τηε ΠΧΕ
δε�ατορ. Wε χοmπαρε τηε ρεσυλτσ οφ ουρ αππροαχη ωιτη τηατ οφ α σινγλε
στρυχτυραλ βρεακ ανδ α ΤςΠ mοδελ ανδ �νδ τηεm το βε mυχη χλοσερ το
τηε λαττερ. Ιν γενεραλ, ωε �νδ ουρ mετηοδσ το ρελιαβλψ ρεχοϖερ κεψ δατα
φεατυρεσ ωιτηουτ mακινγ τηε ποτεντιαλλψ ρεστριχτιϖε ασσυmπτιονσ υνδερλψινγ
οτηερ ποπυλαρ mοδελσ.

2 Χηανγε−Ποιντ Μοδελσ ανδ ΗιδδενΜαρκοϖ Χηαινσ

Ιν ορδερ το δισχυσσ τηε αδϖανταγεσ οφ ουρ mοδελ, ιτ ισ ωορτηωηιλε το βεγιν
βψ δεσχριβινγ ιν δεταιλ σοmε ρεχεντ ωορκ ανδ, ιν παρτιχυλαρ, τηε ιννοϖα−
τιϖε mοδελ οφ Χηιβ (1998) ωηιχη ηασ βεεν υσεδ ιν mανψ αππλιχατιονσ [ε.γ.
Παστορ ανδ Σταmβαυγη (2001), Κιm, Νελσον ανδ Πιγερ (2002) ανδ Πεσαραν,
Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν (2006)].2 Ιν τερmσ οφ χοmπυτατιον, ουρ φοχυσ
ισ ον εξτενδινγ Χηιβ�σ ινσιγητ οφ χονϖερτινγ τηε χλασσιχαλ χηανγε−ποιντ προβ−
λεm ιντο α Μαρκοϖ mιξτυρε mοδελ ανδ υσινγ τηε αλγοριτηm οφ Χηιβ (1996)
το εστιmατε τηε χηανγε−ποιντσ ανδ τηε παραmετερσ ωιτηιν εαχη ρεγιmε.

Wε ηαϖε δατα ον α σχαλαρ τιmε σεριεσ ϖαριαβλε, ψτ φορ τ = 1; : : : ; Τ ανδ
λετ Ψι = (ψ1; : : : ; ψι)

0 δενοτε τηε ηιστορψ τηρουγη τιmε ι ανδ δενοτε τηε
φυτυρε βψ Ψ ι+1 = (ψι+1; : : : ; ψΤ )

0. Ρεγιmε χηανγεσ δεπενδ υπον α δισ−
χρετε ρανδοm ϖαριαβλε, στ, ωηιχη τακεσ ον ϖαλυεσ φ1; 2; : : : ;Μγ. Wε λετ
Σι = (σ1; : : : ; σι)

0 ανδ Σι+1 = (σι+1; : : : ; σΤ )
0. Τηε λικελιηοοδ φυνχτιον ισ

δε�νεδ βψ ασσυmινγ π (ψτϕΨτ�1; στ = m) = π (ψτϕΨτ�1; �m) φορ α παραmετερ
ϖεχτορ �m φορ m = 1; : : : ;Μ � Τ . Τηυσ, χηανγε−ποιντσ οχχυρ ατ τιmεσ �m

1Παρτιχαλ �λτερινγ ισ σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλινγ ωιτη ρεσαmπλινγ. Φορ ουρ πυρποσεσ,
ρεσαmπλινγ ισ νοτ ρεθυιρεδ (αλτηουγη ωε δεσχριβε ηοω ιτ χαν βε δονε).

2 Ιν χοντραστ, α ρεχεντ ιν�υεντιαλ Βαψεσιαν παπερ, Μαηευ ανδ Γορδον (2005), δοεσ νοτ
αππλψ συχη α ηιεαρχηιχαλ πριορ στρυχτυρε ανδ, τηυσ, ισ νοτ διρεχτλψ χοmπαραβλε το τηε παπερσ
δισχυσσεδ ιν τηισ σεχτιον.

4



δε�νεδ ασ

�m = φτ : στ+1 = m+ 1; στ = mγ φορ m = 1; : : : ;Μ � 1: (2.1)

Χηιβ (1998) πυτσ α παρτιχυλαρ στρυχτυρε ον τηισ φραmεωορκ βψ ασσυmινγ
τηατ στ ισ Μαρκοϖιαν. Σπεχι�χαλλψ ηε ασσυmεσ,

Πρ (στ = ϕϕστ�1 = ι) =

8
>><
>>:

πι ιφ ϕ = ι 6=Μ
1� πι ιφ ϕ = ι+ 1
1 ιφ ι =Μ
0 οτηερωισε

(2.2)

Ιν ωορδσ, τηε τιmε σεριεσ ϖαριαβλε γοεσ φροm ρεγιmε το ρεγιmε. Ονχε ιτ ηασ
γονε τηρουγη τηε mτη ρεγιmε, τηερε ισ νο ρετυρνινγ το τηισ ρεγιmε. Ιτ γοεσ
τηρουγη ρεγιmεσ σεθυεντιαλλψ, σο ιτ ισ νοτ ποσσιβλε το σκιπ φροm ρεγιmε ι το
ρεγιmε ι+2. Ονχε ιτ ρεαχηεσ τηεΜ τη ρεγιmε ιτ σταψσ τηερε (ι.ε. ιτ ισ ασσυmεδ
τηατ τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ιν τηε σαmπλε ισ κνοων). Ιν Βαψεσιαν
λανγυαγε, (2.2) δεσχριβεσ α ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ τηε ϖεχτορ οφ στατεσ.3

Το αϖοιδ χονφυσιον, ωε στρεσσ τηατ χηανγε−ποιντ mοδελσ χαν βε παραmε−
τεριζεδ ιν δι¤ερεντ ωαψσ. Μανψ mοδελσ ινδιχατε ωηεν εαχη ρεγιmε οχχυρσ βψ
παραmετεριζινγ διρεχτλψ ιν τερmσ οφ τηε χηανγε−ποιντσ (ι.ε. �1; : : : ; �Μ�1).
Οτηερσ αρε ωριττεν ιν τερmσ οφ στατεσ ωηιχη δενοτε εαχη ρεγιmε (ι.ε. ΣΤ ). Ιτ
ισ αλσο ποσσιβλε το ωριτε mοδελσ ιν τερmσ οφ δυρατιονσ οφ ρεγιmεσ. Ιν τηε φολ−
λοωινγ mατεριαλ, ωε υσε αλλ οφ τηεσε παραmετεριζατιονσ, δεπενδινγ ον ωηιχη
βεστ ιλλυστρατεσ τηε ποιντσ ωε αρε mακινγ. Ηοωεϖερ, ωε δο στρεσσ τηατ τηεψ
αρε εθυιϖαλεντ. Σο, φορ ινστανχε, α τιmε σεριεσ οφ 100 δατα ποιντσ ωιτη α βρεακ
ατ τηε 60τη χαν βε εξπρεσσεδ ασ �1 = 60, ορ Σ60 = 1 ανδ Σ

61 = 2, ορ δ1 = 60
ανδ δ2 = 40 (ωηερε δm δενοτεσ τηε δυρατιον οφ ρεγιmε m).

Τηερε αρε mανψ αδϖανταγεσ το αδοπτινγ τηε φραmεωορκ οφ Χηιβ (1998).
Φορ ινστανχε, πρεϖιουσ mοδελσ οφτεν ινϖολϖεδ σεαρχηινγ οϖερ αλλ ποσσιβλε σετσ
οφ βρεακ ποιντσ. Ιφ τηε νυmβερ οφ βρεακ ποιντσ ισ εϖεν mοδερατελψ λαργε, τηεν
χοmπυτατιοναλ χοστσ χαν βεχοmε οϖερωηελmινγ [σεε, φορ ινστανχε, τηε δισχυσ−
σιον ιν Ελλιοττ ανδ Μυλλερ (2006)]. Βψ υσινγ τηε Μαρκοϖ mιξτυρε mοδελ,
τηε ποστεριορ σιmυλατορ ισ ρεχοϖερινγ ινφορmατιον ον τηε mοστ λικελψ χηανγε−
ποιντσ γιϖεν τηε σαmπλε ανδ τηε χοmπυτατιοναλ βυρδεν ισ γρεατλψ λοωερεδ,
mακινγ ιτ εασψ το εστιmατε mοδελσ ωιτη mανψ χηανγε−ποιντσ. Αππενδιξ Α
δεσχριβεσ τηισ αλγοριτηm (ωηιχη ωε υσε, ωιτη mοδι�χατιονσ, ασ α χοmπονεντ
οφ τηε ποστεριορ σιmυλατορ φορ ουρ mοδελ).

3Α νον−Βαψεσιαν mαψ πρεφερ το ιντερπρετ συχη αν ασσυmπτιον ασ παρτ οφ τηε λικελιηοοδ,
βυτ τηισ ισ mερελψ α σεmαντιχ διστινχτιον ωιτη νο ε¤εχτ ον στατιστιχαλ ινφερενχε [σεε, ε.γ.,
Βαψαρρι, DεΓροοτ ανδ Καδανε (1988)]. Ιν Αππενδιξ Α ωε δισχυσσ ηοω Βαι ανδ Περρον�σ
(1998, 2003) mετηοδσ χαν βε ρε−ιντερπρετεδ ιν τηισ ωαψ.
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Χηιβ χηοσε το mοδελ τηε στατεσ� τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ ασ βεινγ χον−
σταντσ. Ονε χονσεθυενχε οφ τηισ ισ τηατ ρεγιmε δυρατιον σατισ�εσ α Γεοmετ−
ριχ διστριβυτιον, α ποσσιβλψ ρεστριχτιϖε χηοιχε. Φορ ινστανχε, τηε Γεοmετριχ
διστριβυτιον ισ δεχρεασινγ, ιmπλψινγ τηατ π (δm) > π (δm + 1) ωηιχη (ιν σοmε
αππλιχατιονσ) mαψ βε υνρεασοναβλε. Ιν τηε mοδελ ωε ιντροδυχε βελοω, ωε
γενεραλιζε τηισ ρεστριχτιον βψ αλλοωινγ ρεγιmε δυρατιον το φολλοω α mορε �εξ−
ιβλε Ποισσον διστριβυτιον.

Φυρτηερmορε, τηε mοδελ οφ Χηιβ (1998) ασσυmεσ τηατ εξαχτλψ Μ ρεγιmεσ
εξιστ ιν τηε δατα. Ιν Κοοπ ανδ Ποττερ (2004), ωε σηοω ηοω τηισ ιmπλιχιτλψ
ιmποσεσ ον τηε πριορ α ϖερψ ρεστριχτιϖε φορm ωηιχη ωιλλ τενδ το πυτ εξχεσσιϖε
ωειγητ νεαρ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε. Τηατ ισ, τηε στανδαρδ ηιδδεν Μαρκοϖ
mοδελ (ι.ε. ωιτηουτ ρεστριχτιονσ συχη ασ τηοσε γιϖεν ιν εθυατιον 2.2) ωιλλ υσε
προβαβιλιτιεσ

Πρ[σΤ =Μ ϕσΤ�1 =Μ ] = πΜ ;Πρ[σΤ =Μ ϕσΤ�1 =Μ�1] = 1�πΜ�1: (2.3)

Το ιmποσε τηατ εξαχτλψΜ ρεγιmεσ οχχυρ, τηισ ηασ το βε χηανγεδ το τηε εθυαλ
προβαβιλιτιεσ:

Πρ[σΤ =Μ ϕσΤ�1 =Μ ] = Πρ[σΤ =Μ ϕσΤ�1 =Μ � 1] = 1: (2.4)

Ιφ Μ > 2, αδδιτιοναλ ρεστριχτιονσ αρε ρεθυιρεδ. Το εξπρεσσ τηεσε ρεστριχτιονσ
ιν ωορδσ, χονσιδερ τηε χασε Μ = 3. Ιφ, ιν περιοδ Τ � 1, ωε αρε νοτ αλρεαδψ
ιν τηε τηιρδ ρεγιmε, τηεν ιτ mυστ τηε χασε τηατ α ρεγιmε σωιτχη οχχυρσ ιν
περιοδ Τ ανδ τηισ mυστ βε ιmποσεδ ον τηε mοδελ. Σιmιλαρλψ, ιφ, ιν περιοδ
Τ � 2, ωε αρε στιλλ ιν τηε �ρστ ρεγιmε, τηεν ωε mυστ ιmποσε τηατ ρεγιmε
σωιτχηεσ οχχυρ ιν βοτη περιοδσ Τ � 1 ανδ Τ , ιν ορδερ το ενσυρε τηατ Μ = 3.
Ιν ουρ πρεϖιουσ ωορκ, ωε εξπλορεδ τηε χονσεθυενχεσ οφ συχη ρεστριχτιονσ ανδ
αργυεδ τηατ τηεψ χαν ηαϖε α συβσταντιαλ ιmπαχτ ον ποστεριορ ινφερενχε ιν
πραχτιχε. Wε φυρτηερ αργυεδ τηατ οτηερ σενσιβλε πριορσ ωηιχη ιmποσε εξαχτλψ
Μ ρεγιmεσ ωιλλ αλσο ρυν ιντο σιmιλαρ προβλεmσ. Παρτλψ φορ τηισ ρεασον, ωε
αργυεδ τηατ ιτ ισ ιmπορταντ το δεϖελοπ α ηιεραρχηιχαλ πριορ ωηιχη τρεατσ τηε
νυmβερ οφ ρεγιmεσ ασ υνκνοων. Φορ τηε ισσυε οφ φορεχαστινγ, τηεσε ισσυεσ αρε
εϖεν mορε ιmπορταντ, σινχε τηεσε πριορ ρεστριχτιονσ οχχυρ ατ τηε ενδ οφ τηε
σαmπλε, πρεχισελψ ωηερε φορεχαστινγ βεγινσ.

Χηιβ (1998) διδ νοτ χονσιδερ τηε θυεστιον οφ ουτ−οφ−σαmπλε φορεχαστινγ.
Ιφ ονε ωερε το ασσυmε νο αδδιτιοναλ βρεακσ οχχυρ ουτ−οφ−σαmπλε, φορεχαστινγ
χουλδ βε δονε ιν α στραιγητφορωαρδ φασηιον, βασεδ ον τηε λικελιηοοδ ανδ πριορ
ωηιχη ηολδ ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε (ι.ε. π (ψΤ ϕΨΤ�1; �Μ ) ανδ π (�Μ )). Συχη
αν αππροαχη, οφ χουρσε, δοεσ νοτ αδδρεσσ τηε ισσυε οφ φορεχαστινγ ωηεν βρεακσ
χαν οχχυρ ουτ οφ σαmπλε. Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν (2006) τοοκ
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υπ τηε χηαλλενγε οφ εξτενδινγ τηε Χηιβ αππροαχη το αδδρεσσ τηισ λαττερ ισσυε.
Τηεψ ασσυmε α χονσταντ τρανσιτιον προβαβιλιτψ mατριξ ουτ−οφ−σαmπλε ωηιχη
αλλοωσ φορ α προβαβιλιτψ οφ α βρεακ οχχυρρινγ ιν εαχη ουτ−οφ−σαmπλε περιοδ.
Τηειρ αππροαχη ισ αν αττραχτιϖε ανδ, ιν mανψ ωαψσ, α σενσιβλε ονε. Ηοωεϖερ,
ιν αδαπτινγ τηε αππροαχη οφ Χηιβ (1998) ιν τηισ mαννερ, σοmε προβλεmσ αρισε.
Ρεmεmβερ τηατ, το ιmποσε εξαχτλψΜ ρεγιmεσ ιν−σαmπλε, ρεστριχτιονσ συχη ασ
(2.4) mυστ βε ιmποσεδ. Βυτ, ουτ−οφ−σαmπλε, το αλλοω φορ βρεακσ το οχχυρ, ιτ
ισ δεσιραβλε το ρεϖερτ το αν υνρεστριχτεδ τρανσιτιον προβαβιλιτψ συχη ασ (2.3).
Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν (2006) εξπλιχιτλψ ασσυmε τηατ

Π [στ =Μ ϕστ�1 =Μ ] =

�
1 ιφ τ � Τ
πΜ ιφ τ > Τ

; (2.5)

ωιτη τηε ρεστριχτιον τηατ Π [σΤ = Μ ] = 1: Τηισ σεεmσ αν οδδ ασσυmπτιον
ανδ, γιϖεν ιτ ισ ατ τηε ενδ οφ σαmπλε, χουλδ χονχειϖαβλψ ηαϖε αν ιmπορταντ
ιν�υενχε ον φορεχαστινγ. Το τρψ ανδ υνδερστανδ τηισ ασσυmπτιον βεττερ,
χονσιδερ ωηατ ωουλδ ηαππεν ιφ ωε ινχρεασε τηε οβσερϖεδ σαmπλε βψ ονε
οβσερϖατιον. Μοστ Βαψεσιανσ ωουλδ αργυε τηατ ανψ στατιστιχαλ προχεδυρε φορ
υπδατινγ ιν ρεσπονσε το τηε αδδιτιον οφ αν εξτρα οβσερϖατιον σηουλδ σατισφψ
Βαψεσ� ρυλε. Ηοωεϖερ, τηε υπδατινγ οφ Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν
(2006) ωιτη αν εξτρα οβσερϖατιον χουλδ βε τακεν το ιmπλψ:

Π [στ =Μ ϕστ�1 =Μ ] =

�
1 ιφ τ � Τ + 1
πΜ ιφ τ > Τ + 1

; Π [σΤ+1 =Μ ] = 1;

ωηιχη ισ ινχονσιστεντ ωιτη (2.5) ανδ ϖιολατεσ Βαψεσ� Ρυλε.
Τηεσε προβλεmσ αρισε δυε το τηε ιmποσιτιον οφ εξαχτλψ Μ βρεακσ ιν−

σαmπλε. Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν (2006) παρτλψ αδδρεσσ τηισ
προβλεm τηρουγη χονσιδερινγ mοδελσ ωιτη δι¤ερεντ ϖαλυεσ φορ Μ ανδ τηεν
δοινγ Βαψεσιαν mοδελ αϖεραγινγ. Τηισ ισ α σενσιβλε τηινγ το δο, βυτ δοεσ
νοτ φυλλψ αδδρεσσ τηε προβλεmσ νοτεδ αβοϖε (ι.ε. α πιλε−υπ οφ προβαβιλιτψ
νεαρ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε ανδ τηε δι′χυλτψ ιν αδαπτινγ τηε αππροαχη το
ουτ−οφ−σαmπλε φορεχαστινγ ιν α ωαψ ωηιχη δοεσ νοτ ϖιολατε Βαψεσ� ρυλε). Ιν
τηε νεξτ σεχτιον, ωε ωιλλ προποσε ουρ mοδελ ωιτη δοεσ νοτ ιmποσε α �ξεδ
νυmβερ οφ βρεακσ ιν−σαmπλε ανδ, ηενχε, δοεσ νοτ ρυν ιντο τηεσε προβλεmσ.

Ανοτηερ ρελεϖαντ παπερ ισ ΜχΧυλλοχη ανδ Τσαψ (1993). Τηε mοδελ υσεδ
ιν τηισ παπερ ισ δι¤ερεντ ιν mανψ ωαψσ φροm Χηιβ (1998) ανδ Πεσαραν, Πετ−
τενυζζο ανδ Τιmmερmαν (2006). Ηοωεϖερ, ιτ δοεσ ηαϖε ρεγιmεσ χηανγινγ
ωιτη α χερταιν προβαβιλιτψ. ΜχΧυλλοχη ανδ Τσαψ δο νοτ ασσυmε α �ξεδ νυm−
βερ οφ βρεακσ ανδ δο νοτ φαχε τηε προβλεmσ νοτεδ αβοϖε σινχε τηεψ ασσυmε
τηατ τηε προβαβιλιτψ οφ α βρεακ οχχυρρινγ ισ χονσταντ φορ αλλ οβσερϖατιονσ (ιν
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αν εξτενσιον, τηεψ αλλοω τηισ προβαβιλιτψ το δεπενδ ον αδδιτιοναλ χοϖαριατεσ).
Ιν εσσενχε, ωηερεασ Χηιβ (1998) αλλοωσ τηε προβαβιλιτψ οφ α βρεακ ιν ρεγιmε ϕ
το βε πϕ , ιν ΜχΧυλλοχη ανδ Τσαψ (1993) τηισ ισ σιmπλι�εδ το α σινγλε π. Τηισ
π χαν βε εστιmατεδ ιν−σαmπλε ανδ τηεν υσεδ ιν ουτ−οφ−σαmπλε φορεχαστινγ,
τηυσ πρεχλυδινγ τηε νεεδ φορ αν ασσυmπτιον συχη ασ (2.5). Ηοωεϖερ, τηε ασ−
συmπτιον οφ α τιmε− ανδ ρεγιmε−ινϖαριαντ τρανσιτιον προβαβιλιτψ ισ ρεστριχτιϖε
ιν mανψ mαχροεχονοmιχ χοντεξτσ. Φυρτηερmορε, ιτ ωιλλ σηαρε mανψ οφ τηε
ρεστριχτιϖε φεατυρεσ οφ Χηιβ (1998). Φορ ινστανχε, τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ
ρεγιmε δυρατιον ωιλλ βε α Γεοmετριχ διστριβυτιον.

Ιν συmmαρψ, τηε πιονεερινγ ωορκ οφ Χηιβ (1998) φολλοωεδ βψ τηε ωορκ
οφ Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν (2006) ηασ χηανγεδ τηε ωαψ mανψ
λοοκ ατ χηανγε−ποιντ mοδελσ. Βοτη παπερσ ηαϖε ηαδ γρεατ ιν�υενχε ανδ ηαϖε
mανψ αττραχτιϖε φεατυρεσ. Ιν τερmσ οφ ποστεριορ χοmπυτατιον, Χηιβ (1998)
χοντινυεσ το βε ϖερψ αττραχτιϖε ανδ, ινδεεδ, ωε υσε α mοδι�χατιον οφ τηισ
αλγοριτηm ασ παρτ οφ ουρ ποστεριορ σιmυλατορ. Ηοωεϖερ, τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ
ηασ σοmε ποτεντιαλλψ υνδεσιραβλε προπερτιεσ ωηιχη λεαδσ υσ το ωαντ το βυιλδ
ον τηεσε πρεϖιουσ αππροαχηεσ.

3 Α Ποισσον Ηιεραρχηιχαλ Πριορ φορ Dυρατιονσ

Τηε αβοϖε δισχυσσιον ιλλυστρατεσ σοmε ρεστριχτιϖε προπερτιεσ οφ τραδιτιοναλ
ηιεραρχηιχαλ πριορσ υσεδ ιν τηε χηανγε−ποιντ λιτερατυρε ανδ λεαδσ το ουρ χον−
τεντιον τηατ ιτ ισ δεσιραβλε το ηαϖε α mοδελ φορ δυρατιονσ ωηιχη σατισ�εσ τηε
σιξ χριτερια λιστεδ ιν τηε ιντροδυχτιον. Ιν τηισ σεχτιον ωε δεϖελοπ ουρ αλτερ−
νατιϖε αππροαχη βασεδ ον α Ποισσον mοδελ φορ δυρατιονσ.4 Τηισ αππροαχη
δοεσ νοτ ρεστριχτ τηε νυmβερ ορ mαξιmυm δυρατιονσ οφ ρεγιmεσ εξ−αντε, ιτ
ηασ α χονϖενιεντ χονϕυγατε πριορ διστριβυτιον ιν τηε Γαmmα φαmιλψ ανδ τηε
ρεγιmε δυρατιον διστριβυτιον ισ νοτ ρεστριχτεδ το βε χονσταντ ορ mονοτονι−
χαλλψ δεχρεασινγ/ινχρεασινγ. Ιτ αλσο αλλοωσ ινφορmατιον αβουτ τηε δυρατιον
οφ παστ ρεγιmεσ το α¤εχτ τηε δυρατιον οφ τηε χυρρεντ ρεγιmε ανδ ποτεντιαλλψ
τηε mαγνιτυδε οφ τηε παραmετερ χηανγε φροm ολδ το νεω ρεγιmε.

Wε υσε α ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ τηε ρεγιmε δυρατιονσ ωηιχη ισ α Ποισσον
διστριβυτιον. Τηατ ισ, π (δmϕ�m) ισ γιϖεν βψ:

δm � 1 = �m � (�m�1 + 1) � Πο(�m) (3.1)

4Οφ χουρσε, τηερε αρε mανψ οτηερ ποπυλαρ οπτιονσ φορ mοδελινγ δυρατιονσ οτηερ τηαν
τηε Ποισσον. Βραχθεmονδ ανδ Γαυδοιν (2003) ο¤ερσ α γοοδ χατεγοριζατιον οφ δι¤ερεντ
ποσσιβιλιτιεσ ανδ εξπλαινσ τηειρ προπερτιεσ. Ουρ mετηοδσ χουλδ βε εξτενδεδ το δεαλ ωιτη
ανψ οφ τηεσε ιν α στραιγητφορωαρδ mαννερ.
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ωηερε Πο(�m) δενοτεσ τηε Ποισσον διστριβυτιον ωιτη mεαν �m. Wιτη τηισ
ηιεραρχηιχαλ πριορ ιτ mακεσ σενσε το υσε α (χονδιτιοναλλψ χονϕυγατε) Γαmmα
πριορ ον �m. Ιφ ωε δο τηισ, ιτ χαν βε ϖερι�εδ τηατ π (δm), τηε mαργιναλ πριορ
φορ τηε δυρατιον βετωεεν χηανγε ποιντσ, ισ γιϖεν βψ α Νεγατιϖε Βινοmιαλ
διστριβυτιον.

Το προϖιδε σοmε ιντυιτιον, ρεmεmβερ τηατ τηε ασσυmπτιον χοmπαραβλε
το (3.1) ιν τηε mοδελ οφ Χηιβ (1998) ωασ τηατ τηε δυρατιον ηαδ α ηιεραρχηιχαλ
πριορ ωηιχη ωασ Γεοmετριχ (απαρτ φροm τηε ενδ−ποιντσ). Χηιβ (1998) υσεδ α
Βετα πριορ ον τηε παραmετερσ. Τηισ ηιεραρχηιχαλ πριορ [ανδ, ασ σηοων ιν Κοοπ
ανδ Ποττερ (2004), τηε mαργιναλ πριορ π (δm)] ιmπλιεσ α δεχλινινγ προβαβιλιτψ
ον ρεγιmε δυρατιον σο τηατ ηιγηερ ωειγητ ισ πλαχεδ ον σηορτερ δυρατιονσ. Ιν
χοντραστ, τηε Ποισσον φορm ωε υσε φορ π (δmϕ�m) ανδ τηε ιmπλιεδ Νεγατιϖε
Βινοmιαλ φορm φορ π (δm) ωηιχη ωε ωορκ ωιτη ηαϖε νο συχη ρεστριχτιον.

Ηοωεϖερ, τηε πριορ γιϖεν ιν (3.1) αλσο ηασ τηε υνχονϖεντιοναλ προπερτψ
τηατ ιτ αλλοχατεσ πριορ ωειγητ το χηανγε−ποιντσ ουτσιδε τηε οβσερϖεδ σαmπλε.
Τηατ ισ, τηερε ισ νοτηινγ ιν (3.1) ωηιχη εϖεν ρεστριχτσ δ1 < Τ mυχη λεσσ
δm < Τ φορ m > 1. Wε ωιλλ αργυε τηατ τηισ ισ α ηιγηλψ δεσιραβλε προπερτψ
σινχε, νοτ ονλψ δοεσ τηισ πριορ νοτ πλαχε εξχεσσιϖε ωειγητ ον χηανγε−ποιντσ
νεαρ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε, βυτ αλσο τηερε ισ α σενσε ιν ωηιχη ιτ αλλοωσ υσ το
ηανδλε τηε χασε ωηερε τηερε ισ αν υνκνοων νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ. Τηατ
ισ, συπποσε ωε αλλοω φορ m = 1; :::;Μ ρεγιmεσ. Τηεν, σινχε σοmε ορ αλλ οφ τηε
ρεγιmεσ χαν τερmινατε ουτ−οφ−σαmπλε, ουρ mοδελ ιmπλιχιτλψ χονταινσ mοδελσ
ωιτη νο βρεακσ, ονε βρεακ, υπ το Μ � 1 βρεακσ (ιν−σαmπλε).5 Τηε δεσιραβλε
προπερτιεσ οφ τηισ φεατυρε αρε εξπλορεδ ιν mορε δεταιλ ιν Κοοπ ανδ Ποττερ
(2004).6

Αλτηουγη ουρ mοδελ ισ mυχη mορε �εξιβλε τηαν τηατ υσεδ ιν Χηιβ (1998),
χοmπυτατιον ισ χοmπλιχατεδ βψ τηε φαχτ τηατ τηε mατριξ οφ τρανσιτιον προβ−
αβιλιτιεσ νοω δεπενδσ ον τηε τιmε σπεντ ιν εαχη ρεγιmε. Το σεε ωηψ τηισ
χοmπλιχατεσ χοmπυτατιον, νοτε τηατ α κεψ στεπ ιν τηε Χηιβ (1996) αλγοριτηm
(σεε Αππενδιξ Α) ρεθυιρεσ χαλχυλατινγ π (στ+1ϕστ; Π ) ωηερε Π ισ τηε mατριξ οφ
τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ γιϖεν βψ (2.2). Ιν τηε mοδελ οφ Χηιβ (1998) τηισ δεν−
σιτψ ισ σιmπλε δυε το τηε χονσταντ τρανσιτιον προβαβιλιτψ ασσυmπτιον. Ηοω−
εϖερ, ιν ουρ mοδελ τηε τρανσιτιον προβαβιλιτψ ισ νοτ χονσταντ. Ασ δισχυσσεδ

5Τηε σπεχι�χατιον οφ α mαξιmυm νυmβερ οφ ρεγιmεσ, Μ , ισ mαδε ονλψ φορ ιλλυστρατιϖε
πυρποσεσ. Ιν πραχτιχε, ουρ mοδελ δοεσ νοτ ρεθυιρε σπεχι�χατιον οφ συχη α mαξιmυm. Ιν
ουρ εmπιριχαλ ωορκ ωε σετ Μ = Τ ωηιχη αλλοωσ φορ α ΤςΠ mοδελ ανδ αν ουτ−οφ−σαmπλε
βρεακ.

6 Ιν α δι¤ερεντ βυτ ρελατεδ χοντεξτ (ι.ε. α Μαρκοϖ σωιτχηινγ mοδελ), Χηοπιν ανδ Πελγριν
(2004), αδοπτ α δι¤ερεντ αππροαχη το τηε ϕοιντ εστιmατιον οφ νυmβερ οφ ρεγιmεσ ανδ τηε
παραmετερσ.
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ιν Κοοπ ανδ Ποττερ (2004) ανδ δεϖελοπεδ ιν mορε δεταιλ ιν Αππενδιξ Α,
Χηιβ�σ αλγοριτηm χαν στιλλ βε αππλιεδ ιν τηε χασε οφ α νον−τιmε ηοmογενουσ
τρανσιτιον mατριξ.

Το βεττερ υνδερστανδ τηισ ποιντ, νοτε τηατ υνδερ τηε Ποισσον ηιεραρχηιχαλ
πριορ ιν (3.1) ωε χαν χονστρυχτ α �νιτε ελεmεντ Μαρκοϖ τρανσιτιον mατριξ
φορ ανψ οβσερϖεδ σαmπλε, υνδερ τηε ασσυmπτιον τηατ ρεγιmε 1 σταρτεδ ωιτη
τηε ινιτιαλ οβσερϖατιον.7 Φορ τηε σεχονδ οβσερϖατιον, τηε προβαβιλιτψ οφ α
τρανσιτιον φροm ρεγιmε 1 το ρεγιmε 2 ισ:

Πρ[σ2 = 2ϕσ1 = 1; δ1 = 1] =
εξπ(��1)�

δ1�1
1

(δ1 � 1)!

�
1�

Πδ1�2
ϕ=0

εξπ(��1)�
ϕ
1

ϕ!

� (3.2)

= εξπ(��1);

ωηερε
Π
�1
σ=0

εξπ(��1)�
σ
1

σ! ισ δε�νεδ το βε 0: Τηισ χορρεσπονδσ το τηε σινγλε π21
ιν τηε Χηιβ�σ mοδελ. Ηοωεϖερ, ιν τηε τηιρδ περιοδ, δεπενδινγ ον ωηετηερ
α ρεγιmε σωιτχη οχχυρρεδ ιν περιοδ 2, ωε ωουλδ ηαϖε το χαλχυλατε Πρ[σ3 =
2ϕσ2 = 1; δ1] φορ δ1 = 1 ορ 2 ανδ Πρ[σ3 = 3ϕσ2 = 2; δ2 = 1]. Ιν τηε φολλοωινγ
περιοδ, ωε ωουλδ ηαϖε το χαλχυλατε Πρ[σ4 = 2ϕσ3 = 1; δ1] φορ δ1 = 1; 2 ορ 3,
Πρ[σ4 = 3ϕσ3 = 2; δ2] φορ δ2 = 1 ορ 2 ανδ Πρ[σ4 = 4ϕσ3 = 3; δ3 = 1], ανδ σο
ον.

Ιν γενεραλ, ιτ χαν βε χον�ρmεδ τηατ

Πρ[στ+1 = m+1ϕστ = m; δm] =
εξπ(��m)�

δm�1
m

(δm � 1)!
�
1�

Πδm�2
ϕ=0

εξπ(��m)�
ϕ
m

ϕ!

� ; δm = 1; : : : ; Τ�m:

(3.3)
ωηιχη mυστ βε εϖαλυατεδ φορ αλλ Τ�m ποσσιβλε ϖαλυε οφ δm ανδ εϖερψ ποσσιβλε
ϖαλυε οφ m φροm 1 τηρουγη τ. Τηυσ, υνλικε ωιτη Χηιβ�σ mοδελ, τηε τρανσιτιον
προβαβιλιτψ mατριξ δεπενδσ ον τηε δυρατιον οφ τηε ρεγιmε.

Ανοτηερ ιmπορταντ ισσυε αρισεσ ωηιχη δοεσ νοτ αρισε ιν mοδελσ ωιτη α
κνοων νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ. Το mοτιϖατε τηισ ισσυε, συπποσε τηατ α τρυε
δατα γενερατινγ προχεσσ ωιτη ονε χηανγε−ποιντ εξιστσ ανδ δατα ισ οβσερϖεδ
φορ τ = 1; :::; Τ . Ασσυmινγ τηατ Τ ισ λαργε ενουγη φορ πρεχισε εστιmατιον οφ
τηε τρυε DΓΠ, τηε ποστεριορ σιmυλατορ ωιλλ ψιελδ mοστ δραωσ ωηιχη ιmπλψ
τωο ρεγιmεσ ωιτηιν τηε οβσερϖεδ σαmπλε (ι.ε. mοστ δραωσ ωιλλ ηαϖε στ = 1
ορ 2 φορ τ = 1; :::; Τ ) ανδ στ = m φορ m > 2 ωιλλ mοστλψ οχχυρ φορ τ > Τ .

7Τηισ χαν βε γενεραλιζεδ το αλλοω φορ τηε �ρστ ρεγιmε το βεγιν � < 1 περιοδσ βεφορε
τηε ινιτιαλ οβσερϖατιον. Ιν αν εαρλιερ ϖερσιον οφ τηε παπερ, ωε αδοπτεδ συχη α σπεχι�χατιον
ανδ σηοωεδ ηοω � χουλδ βε τρεατεδ ασ αν υνκνοων παραmετερ.
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Ιν τηισ χασε, mοστ οφ τηε ρεγιmεσ οχχυρ ουτ−οφ−σαmπλε ανδ τηερε ωιλλ βε νο
δατα ινφορmατιον αϖαιλαβλε το εστιmατε τηειρ δυρατιονσ. Σο, ιφ τωο ρεγιmεσ
εξιστ, τηερε ωιλλ βε α γρεατ δεαλ οφ ινφορmατιον το εστιmατε �1 ανδ �2 βυτ
αππαρεντλψ νονε το εστιmατε �m φορ m > 2. Ιν α Βαψεσιαν αναλψσισ ωε δο
νοτ νεχεσσαριλψ ηαϖε το ωορρψ αβουτ τηισ. Ιτ ισ ωελλ κνοων τηατ ιφ νο δατα
ινφορmατιον ρελατινγ το α παραmετερ εξιστσ, τηεν ιτσ ποστεριορ ισ εθυαλ το ιτσ
πριορ (ιφ τηε πριορ εξηιβιτσ ινδεπενδενχε). Τηυσ, ιφ αν ινδεπενδεντ πριορ ισ
υσεδ συχη τηατ π (�1; : : : ; �Τ ) = π (�1) � � � π (�Τ ) ωιτη

�m � Γ
�
��; ��

�
; (3.4)

τηεν ποστεριορ φορ �m ιν mανψ οφ τηε ρεγιmεσ ωιλλ σιmπλψ βε Γ
�
��; ��

�
.8

Ιν τηεορψ, τηερε ισ νοτηινγ ωρονγ ωιτη υσινγ αν ινδεπενδεντ πριορ συχη
ασ (3.4), ανδ σιmπλι�εδ ϖερσιονσ οφ τηε mετηοδσ δεσχριβεδ βελοω χαν βε
υσεδ φορ τηισ χασε. Ουτ−οφ−σαmπλε ρεγιmεσ ωιλλ ηαϖε δυρατιονσ ωηιχη σιmπλψ
ρε�εχτ τηε πριορ, βυτ τηισ ισ νοτ ιmπορταντ ινσοφαρ ασ ονε ισ ιντερεστεδ ιν
ιν−σαmπλε ρεσυλτσ (ε.γ. εστιmατινγ τηε νυmβερ ανδ τιmινγ οφ χηανγε−ποιντσ
ιν−σαmπλε). Ηοωεϖερ, ιφ ονε ισ ιντερεστεδ ιν φορεχαστινγ, τηεν ουτ−οφ−σαmπλε
προπερτιεσ mαττερ. Ιν mανψ αππλιχατιονσ, ιτ ισ ρεασοναβλε το συπποσε τηατ
τηε δυρατιον οφ παστ ρεγιmεσ χαν σηεδ σοmε λιγητ ον τηε δυρατιον οφ φυτυρε
ρεγιmεσ. Ιν ορδερ το αχχοmmοδατε συχη α στρυχτυρε, ωε mοδιφψ (3.4) ανδ
υσε α ηιεραρχηιχαλ πριορ οφ τηε φορm:

�m ϕ�� � Γ (��; ��) ; (3.5)

ωηερε �� ισ αν υνκνοων παραmετερ (νοτ α ηψπερπαραmετερ σελεχτεδ βψ τηε
ρεσεαρχηερ).9

Τηισ νεω παραmετερ, ωηιχη ρε�εχτσ τηε δεγρεε οφ σιmιλαριτψ οφ τηε δυ−
ρατιονσ οφ δι¤ερεντ ρεγιmεσ, ρεθυιρεσ ιτσ οων πριορ ανδ ιτ ισ χονϖενιεντ το
ηαϖε:

��1� � Γ(�
1
; 1=�

2
): (3.6)

8Το σιmπλιφψ νοτατιον, ωε αρε ασσυmινγ τηε �mσ το ηαϖε τηε σαmε πριορ. Ιτ ισ τριϖιαλ το
ρελαξ τηισ ασσυmπτιον.

9Wε χουλδ αλσο τρεατ �� ασ αν υνκνοων παραmετερ. Ηοωεϖερ, ωε δο νοτ δο σο σινχε ουρ
mοδελ αλρεαδψ ηασ α λαργερ νυmβερ οφ παραmετερσ ανδ τηε αδδιτιοναλ �εξιβιλιτψ αλλοωεδ
ωουλδ νοτ βε γρεατ. Χηοοσινγ �� = 1 ιmπλιεσ �m ισ δραων φροm τηε εξπονεντιαλ διστριβ−
υτιον (ωιτη mεαν εστιmατεδ φροm τηε δατα). Οτηερ ιντεγραλ χηοιχεσ φορ �� ιmπλψ ϖαριουσ
mεmβερσ οφ τηε χλασσ οφ Ερλανγ διστριβυτιονσ.
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Το αιδ ιν πριορ ελιχιτατιον, νοτε τηατ τηισ χον�γυρατιον ιmπλιεσ τηε πριορ
mεαν οφ δm (αφτερ ιντεγρατινγ ουτ �m) ισ

1 + ��

 
�
2

�
1
� 1

!
;

ιφ �
1
> 1:
Ιτ ισ ιmπορταντ το υνδερστανδ τηε ιmπλιχατιονσ οφ ανψ πριορ (Αππενδιξ Χ

δισχυσσεσ συχη προπερτιεσ βψ σιmυλατινγ φροm τηε παρτιχυλαρ πριορ υσεδ ιν ουρ
εmπιριχαλ ωορκ). Ασ δισχυσσεδ φολλοωινγ (3.1), ιν τηε mοδελ ωε προποσε τηε
ηιεραρχηιχαλ πριορ ωηερε π (δmϕ�m) ισ Ποισσον, βυτ ιφ ωε ιντεγρατε ουτ �m,
ωε γετ π (δmϕ��) βεινγ α Νεγατιϖε Βινοmιαλ διστριβυτιον. Τηε υνχονδιτιοναλ
πριορ διστριβυτιον, π (δm) ισ φουνδ βψ ιντεγρατινγ ουτ �

�1
� . Τηισ δοεσ νοτ

ηαϖε α χλοσεδ φορm (Αππενδιξ Α χονταινσ αν εξπρεσσιον φορ ιτ τηατ χουλδ
βε εϖαλυατεδ νυmεριχαλλψ). Ιν γενεραλ π (δm) ινηεριτσ τηε �εξιβλε φορm οφ
π (δmϕ�m) ορ π (δmϕ��). Ηοωεϖερ, ιτ ισ ωορτη mεντιονινγ τηατ ιφ �� = 1
τηεν ωε ηαϖε τηε ρεστριχτιϖε προπερτψ τηατ Π (δm = ψ) > Π (δm = ψ + 1).
Τηισ συγγεστσ τηατ, φορ mοστ αππλιχατιονσ, ιτ ισ δεσιραβλε το αϖοιδ συχη σmαλλ
ϖαλυεσ φορ ��. Ιτ χαν αλσο βε σηοων τηατ, φορ σmαλλ ϖαλυεσ οφ �2; ωιτη �� = ν
ωε ηαϖε α ηιγη πριορ προβαβιλιτψ οφ α ρεγιmε χηανγε εϖερψ ν περιοδσ. Συχη
χονσιδερατιονσ χαν βε υσεφυλ ιν πριορ ελιχιτατιον.

Ιν συmmαρψ, ιν τηισ σεχτιον ωε ηαϖε δεϖελοπεδ α ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ
τηε ρεγιmε δυρατιονσ ωηιχη ηασ τωο λεϖελσ το τηε ηιεραρχηψ. Ατ τηε �ρστ λεϖελ,
ωε ασσυmε τηε δυρατιονσ το ηαϖε Ποισσον διστριβυτιονσ. Ατ τηε σεχονδ λεϖελ,
ωε ασσυmε τηε Ποισσον ιντενσιτιεσ (ι.ε. �mσ) αρε δραων φροm α χοmmον
διστριβυτιον. Τηυσ, ουτ−οφ−σαmπλε �mσ (ανδ, τηυσ, ρεγιmε δυρατιονσ) αρε
δραων φροm τηισ χοmmον διστριβυτιον (ωηιχη ισ εστιmατεδ υσινγ ιν−σαmπλε
δατα). Τηισ ισ ιmπορταντ φορ φορεχαστινγ ασ ιτ αλλοωσ φορ τηε πρεδιχτιον το
ρε�εχτ τηε ποσσιβιλιτψ τηατ α χηανγε−ποιντ οχχυρσ δυρινγ τηε περιοδ βεινγ
φορεχαστ.

4 Dεϖελοπmεντ οφ τηε Πριορ φορ τηε Παραmετερσ ιν

Εαχη Ρεγιmε

Ιν τηε σαmε ωαψ τηατ τηε χηανγε−ποιντ φραmεωορκ οφ Χηιβ (1998) χαν βε υσεδ
ωιτη α ωιδε ϖαριετψ οφ λικελιηοοδσ (ι.ε. π (ψτϕΨτ�1; στ = m) χαν ηαϖε mανψ
φορmσ), ουρ Ποισσον mοδελ φορ δυρατιονσ χαν βε υσεδ ωιτη ανψ σπεχι�χατιον
φορ π (ψτϕΨτ�1; στ = m) = π (ψτϕΨτ�1; �m). Ηερε ωε χηοοσε α παρτιχυλαρ στρυχ−
τυρε βασεδ ον α ρεγρεσσιον ορ αυτορεγρεσσιϖε mοδελ ωιτη στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ
ωηιχη ισ οφ εmπιριχαλ ρελεϖανχε.
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Μανψ χηανγε−ποιντ mοδελσ ασσυmε τηατ τηε ανψτηινγ χαν ηαππεν το τηε
παραmετερσ αφτερ α ρεγιmε χηανγε οχχυρσ. Τηε ισσυεσ ωηιχη αρισε ωιτη συχη
αν αππροαχη αρε ελεγαντλψ εξπρεσσεδ βψ Παστορ ανδ Σταmβαυγη (2001) ιν αν
αππλιχατιον ωηιχη υσεδ στοχκ ρετυρν δατα το ινϖεστιγατε τηε εθυιτψ πρεmιυm.

∀Ιν στανδαρδ αππροαχηεσ το mοδελσ τηατ αδmιτ στρυχτυραλ βρεακσ,
εστιmατεσ οφ χυρρεντ παραmετερσ ρελψ ον δατα ονλψ σινχε τηε mοστ
ρεχεντ εστιmατεδ βρεακ. Dισχαρδινγ τηε εαρλιερ δατα ρεδυχεσ τηε
ρισκ οφ χονταmινατινγ αν εστιmατε οφ τηε εθυιτψ πρεmιυm ωιτη
δατα γενερατεδ υνδερ α δι¤ερεντ [προχεσσ]. Τηατ πραχτιχε σεεmσ
πρυδεντ, βυτ ιτ χοντενδσ ωιτη τηε ρεαλιτψ τηατ σηορτερ ηιστοριεσ
τψπιχαλλψ ψιελδ λεσσ πρεχισε εστιmατεσ. Συπποσε... α σηιφτ ιν τηε
εθυιτψ πρεmιυm οχχυρρεδ α mοντη αγο. Dισχαρδινγ ϖιρτυαλλψ αλλ
οφ τηε ηιστοριχαλ δατα ον εθυιτψ ρετυρνσ ωουλδ χερταινλψ ρεmοϖε
τηε ρισκ οφ χονταmινατιον βψ πρε−βρεακ δατα, βυτ ιτ ηαρδλψ σεεmσ
σενσιβλε ιν εστιmατινγ τηε χυρρεντ εθυιτψ πρεmιυm. Χοmπλετελψ
δισχαρδινγ τηε πρε−βρεακ δατα ισ αππροπριατε ονλψ ωηεν τηε πρε−
mιυm mιγητ ηαϖε σηιφτεδ το συχη α δεγρεε τηατ τηε πρε−βρεακ
δατα αρε νο mορε υσεφυλ ..., τηαν, σαψ, πρε−βρεακ ραινφαλλ δατα,
βυτ συχη α ϖιεω αλmοστ συρελψ ιγνορεσ εχονοmιχσ.∀ Παστορ ανδ
Σταmβαυγη (2001, παγεσ 1207−1208).

Τηε χασε φορ αδοπτινγ α ηιεραρχηιχαλ πριορ ωηιχη αλλοωσ φορ σοmε σορτ οφ
λινκ βετωεεν πρε− ανδ ποστ−βρεακ παραmετερσ ισ, ωε βελιεϖε, χοmπελλινγ ιν
mανψ εmπιριχαλ χοντεξτσ. Τηε θυεστιον αρισεσ ασ το ωηατ σορτ οφ ηιεραρχηιχαλ
πριορ ισ αππροπριατε. Wε αδοπτ α στατε σπαχε φραmεωορκ ωηερε τηε οβσερϖαβλε
τιmε σεριεσ σατισ�εσ τηε mεασυρεmεντ εθυατιον

ψτ = Ξτ�στ + εξπ(�στ=2)∀τ; (4.1)

ωηερε ∀τ � Ν(0; 1) ανδ τηε (Κ+1) στατε ϖεχτορ �στ = φ�στ ; �στγ σατισ�εσ τηε
στατε τρανσιτιον εθυατιονσ

�m = �m�1 + Υm; (4.2)

�m = �m�1 + υm;

ωηερε Υm � Ν(0; ς ), υm � Ν(0; �) ανδ ανδ Ξτ ισ α Κ−διmενσιοναλ ροω
ϖεχτορ χονταινινγ λαγγεδ δεπενδεντ ορ οτηερ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ. Τηε
ινιτιαλ χονδιτιονσ, �0 ανδ �0 χαν βε τρεατεδ ιν τηε σαmε ωαψ ασ ιν ανψ στατε
σπαχε αλγοριτηm.10

10 Ιν παρτιχυλαρ, ιν ουρ στατε σπαχε αλγοριτηm τηε φορωαρδ �λτερ στεπ ισ ινιτιαλιζεδ ωιτη α
δι¤υσε πριορ.
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Νοτε τηατ τηισ φραmεωορκ δι¤ερσ φροm α στανδαρδ στατε σπαχε mοδελ υσεδ
ιν ΤςΠ φορmυλατιονσ ιν τηατ τηε συβσχριπτσ ον τηε παραmετερσ οφ τηε mεα−
συρεmεντ εθυατιον δο νοτ ηαϖε τ συβσχριπτσ, βυτ ρατηερ στ συβσχριπτσ σο τηατ
παραmετερσ χηανγε ονλψ ωηεν στατεσ χηανγε. Τηισ δι¤ερενχε λεαδσ το τηε
στατε εθυατιονσ ηαϖινγ m συβσχριπτσ το δενοτε τηε m = 1; :::;Μ ρεγιmεσ.

Το δραω ουτ τηε χοντραστσ ωιτη mοδελσ ωιτη α σmαλλ νυmβερ οφ βρεακσ,
νοτε τηατ τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ ιν (4.2) ασσυmεσ τηατ �m δεπενδσ ον �m�1.
Α σιmιλαρ αππροαχη ισ αδοπτεδ ιν ΜχΧυλλοχη ανδ Τσαψ (1993) φορ τηε ιν−
τερχεπτ ανδ ερρορ ϖαριανχε ιν αν αυτορεγρεσσιϖε mοδελ. Ιν mοστ τραδιτιοναλ
mοδελσ ωιτη α σmαλλ νυmβερ οφ βρεακσ, ονε ασσυmεσ �m ανδ �m�1 αρε ιν−
δεπενδεντ οφ ονε ανοτηερ [ε.γ. Χηιβ (1998) ορ Μαηευ ανδ Γορδον (2005)].
Φυρτηερmορε, ιτ ισ υσυαλλψ ασσυmεδ τηατ τηε πριορσ χοmε φροm α χονϕυγατε
φαmιλψ. Φορ ινστανχε, α τραδιτιοναλ mοδελ mιγητ βεγιν ωιτη (4.1) ανδ τηεν
λετ �m ηαϖε τηε σαmε Νορmαλ−Γαmmα νατυραλ χονϕυγατε πριορ φορ αλλ m.
Τηισ αππροαχη, ινϖολϖινγ υνχονδιτιοναλλψ ινδεπενδεντ πριορσ, ισ νοτ ρεασον−
αβλε ιν ουρ mοδελ φορ ρεασονσ ωε ηαϖε παρτιαλλψ δισχυσσεδ αβοϖε. Τηατ ισ,
ουρ αππροαχη ινϖολϖεσ αν υνκνοων νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ιν τηε οβσερϖεδ
σαmπλε. Σο ιτ ισ ποσσιβλε τηατ mανψ οφ τηε ρεγιmεσ οχχυρ ουτ−οφ−σαmπλε. Ιν
τραδιτιοναλ φορmυλατιονσ, τηερε ισ νο δατα ινφορmατιον το εστιmατε �m ιφ τηε
mτη ρεγιmε οχχυρσ ουτ−οφ−σαmπλε. Τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ οφ (4.2) αλλεϖιατεσ
τηισ προβλεm. Αν αλτερνατιϖε αππροαχη το τηισ ισσυε ισ γιϖεν ιν Παστορ ανδ
Σταmβαυγη (2001) ανδ Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν (2006). Τηεψ
πλαχε α ηιεραρχηψ ον τηε παραmετερσ οφ τηε χονϕυγατε φαmιλψ φορ εαχη ρεγιmε.
Φορ ινστανχε, Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν (2006) ασσυmε τηατ αλλ
τηε �mσ αρε δραων φροm α χοmmον διστριβυτιον. Τηισ ισ α στανδαρδ αππροαχη
ιν τηε Βαψεσιαν λιτερατυρε φορ χροσσ−σεχτιον δατα δραων φροm δι¤ερεντ γρουπσ.
Ιν α τιmε σεριεσ αππλιχατιονσ ιτ ηασ λεσσ mεριτ σινχε ονε ωαντσ τηε mοστ ρεχεντ
ρεγιmεσ το ηαϖε τηε στρονγεστ ιν�υενχε ον τηε νεω ρεγιmε. Τηισ ισ α φεατυρε
τηατ ουρ ηιεραρχηιχαλ πριορ ινχορπορατεσ.

Τηε στατε εθυατιονσ ιν (4.2) δε�νε α ηιεραρχηιχαλ πριορ ωηιχη λινκσ �m
ανδ �m�1 ιν α σενσιβλε ωαψ. Τηισ mαρτινγαλε στρυχτυρε ισ στανδαρδ ιν τηε
ΤςΠ λιτερατυρε ανδ, ασ ωε δισχυσσ λατερ, ιτ ισ χοmπυτατιοναλλψ σιmπλε σινχε ιτ
αλλοωσ τηε υσε οφ στανδαρδ Καλmαν �λτερ ανδ σmοοτηερ τεχηνιθυεσ το δραω
τηε παραmετερσ ιν εαχη ρεγιmε. Wε υσε α στανδαρδ (χονδιτιοναλλψ χονϕυγατε)
πριορ φορ τηε ιννοϖατιον ϖαριανχεσ:

ς �1 � W
�
ς �1ς ; �ς

�
(4.3)

��1 � Γ(��; ��)
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ωηερεW (Α; α) δενοτεσ τηε Wισηαρτ διστριβυτιον11 ανδ ωε ασσυmε τηατ �ς >
Κ + 1.

Μανψ εξτενσιονσ οφ τηισ βασιχ mοδελ φορ τηε λινκ βετωεεν ρεγιmεσ χαν βε
ηανδλεδ ιν α στραιγητφορωαρδ φασηιον βψ αδδινγ εξτρα λαψερσ το τηε ηιεραρχηι−
χαλ στρυχτυρε. Τηε ιννοϖατιον ϖαριανχε ιν τηε στατε εθυατιονσ χαν βε αλλοωεδ
το βε δι¤ερεντ (ι.ε. � ανδ ς χαν βε ρεπλαχεδ βψ �m ανδ ςm ανδ α ηιεραρχηιχαλ
πριορ υσεδ φορ τηεσε νεω παραmετερσ). Φυρτηερmορε, ιν σοmε αππλιχατιονσ, ιτ
mιγητ βε δεσιραβλε φορ τηε δυρατιον ιν α ρεγιmε το ε¤εχτ �m (ε.γ. ιφ ρεγιmε
m � 1 ισ οφ ϖερψ σηορτ δυρατιον, ιτ ισ πλαυσιβλε τηατ �m�1 ανδ �m αρε mορε
σιmιλαρ το ονε ανοτηερ τηαν ιφ ιτ ωασ οφ λονγ δυρατιον). Συχη χονσιδερατιονσ
χαν βε ινχορπορατεδ ιν α ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ �m. Φορ ινστανχε, ιν αν εαρλιερ
ϖερσιον οφ τηισ παπερ, ωε ηαδ α πριορ ωηιχη ινχορπορατεσ βοτη συχη φεατυρεσ
ασ:

ς �1m � W

 
[�m�1ςς ]

�1

�ς �Κ � 1
; �ς

!

��1m � Γ(��;
[�m�1ς�]

�1

�� � 1
)

ωηερε ςς ανδ ς� αρε παραmετερσ το βε εστιmατεδ. Ιν ουρ αππλιχατιονσ το
mαχροεχονοmιχ τιmε σεριεσ εξτενσιον τηισ διδ νοτ ουτπερφορm τηε σιmπλερ
ϖερσιον. Νεϖερτηελεσσ, ιν σοmε αππλιχατιονσ συχη αν εξτενσιον mιγητ βε ωαρ−
ραντεδ ανδ ιτ ισ ωορτηωηιλε mεντιονινγ τηατ τηε ρεθυισιτε mετηοδσ χαν βε εσ−
τιmατεδ υσινγ στραιγητφορωαρδ εξτενσιονσ οφ τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm δεσχριβεδ
ιν τηε νεξτ σεχτιον.

Νοτε αλσο τηατ (4.1) ανδ (4.2) ασσυmε τηατ ρεγιmε χηανγεσ οχχυρ ατ τηε
σαmε τιmε φορ τηε χοε′χιεντσ ανδ τηε ϖολατιλιτψ. Ηαϖινγ σεπαρατε ρεγιmε
στρυχτυρεσ φορ τηεσε ισ χονχεπτυαλλψ στραιγητφορωαρδ βυτ πραχτιχαλλψ χοmπλι−
χατεδ. Ιν σοmε χασεσ, τηε ρεσεαρχηερ mαψ ωαντ το σιmπλιφψ ουρ mοδελ βψ
ηαϖινγ χηανγε−ποιντσ ονλψ ιν σοmε οφ τηε παραmετερσ. Φορ ινστανχε, ιν αν
αυτορεγρεσσιϖε mοδελ φορ ΓDΠ γροωτη ιτ mιγητ βε πλαυσιβλε τηατ τηε ΑΡ
χοε′χιεντσ αρε χονσταντ ανδ ονλψ τηε ϖολατιλιτψ ισ χηανγινγ οϖερ τιmε. Wε
αδοπτ συχη α σπεχι�χατιον φορ ΓDΠ γροωτη ιν ουρ εmπιριχαλ σεχτιον.

Το συmmαριζε, τηε πριορ ωε ηαϖε δεϖελοπεδ ηασ τηε φορm:

11Wε παραmετεριζε τηε Wισηαρτ διστριβυτιον σο τηατ ιφ Ζ � W (Α; α) ανδ ιϕ συβσχριπτσ
δενοτε ελεmεντσ οφ mατριχεσ, τηεν Ε (Ζιϕ) = αΑιϕ . Τηε σχαλαρ α ισ α δεγρεεσ οφ φρεεδοm
παραmετερ.
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π (�1; ::; �Μ ; �1; ::; �Μ ; ς; �; ��)

=
νΘΜ

m=1 π (�mϕ�m�1; ς; �) π (�mϕ��)
ο
π(�0)π (��) π (ς; �)

(4.4)

ωηερε π (�mϕ�m�1; ς; �) ισ γιϖεν βψ (4.2), π(�0) ισ δι¤υσε, (ς; �) ισ γιϖεν βψ
(4.3), π (�mϕ��) ισ γιϖεν βψ (3.5) ανδ π (��) ισ γιϖεν βψ (3.6).

5 Ποστεριορ ανδ Πρεδιχτιϖε Σιmυλατιον

Ιν τηισ σεχτιον ωε ουτλινε τηε γενεραλ φορm οφ τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm υσεδ το
εστιmατε τηε mοδελ. Πρεχισε δεταιλσ αρε γιϖεν ιν Αππενδιχεσ Α ανδ Β. Το
σιmπλιφψ νοτατιον ωε δε�νε � =

�
�01; :::; �

0

Μ

�
0
ανδ � =

�
�01; :::; �

0

Μ

�
0
. Νοτε

τηατ ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm δραωσ α σεθυενχε οφ στατεσ (ΣΤ ) τηατ ινχλυδεσ
τηε ϖαλυεσ φορ τηε ρεγιmε δυρατιονσ, δm. Φυρτηερmορε, ωε ωιλλ σετ Μ = Τ
σο τηατ ωε χαν νεστ α στανδαρδ ΤςΠ mοδελ. Ηοωεϖερ, ιτ ισ ποσσιβλε το σετ
Μ < Τ ιφ ονε ωισηεσ το ρεστριχτ τηε νυmβερ οφ φεασιβλε ρεγιmεσ.

Ουρ ΜΧΜΧ προχεεδσ βψ σεθυεντιαλλψ δραωινγ φροm τηε φυλλ ποστεριορ
χονδιτιοναλσ φορ τηε παραmετερσ ΣΤ ; �; �; ς; �; ��. Τηε ποστεριορ χονδιτιοναλ
π (ΣΤ ϕΨΤ ;�; �; ς; �; ��) = π (ΣΤ ϕΨΤ ;�; �) χαν βε δραων υσινγ τηε mοδι�εδ
αλγοριτηm οφ Χηιβ (1996) δεσχριβεδ ιν Αππενδιξ Α ωιτη τρανσιτιον προβα−
βιλιτιεσ γιϖεν βψ (3.2) ανδ (3.3). π (�ϕΨΤ ; ΣΤ ; �; ς; �; ��) χαν βε σιmυλατεδ
υσινγ εξτενσιονσ οφ mετηοδσ οφ ποστεριορ σιmυλατιον φορ στατε σπαχε mοδελσ
ωιτη στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ δραωινγ ον Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ (1998) ανδ
Χαρτερ ανδ Κοην (1994). Τηατ ισ, τηε ΤςΠ mοδελ ισ α στανδαρδ στατε σπαχε
mοδελ ανδ τηυσ, στανδαρδ στατε σπαχε σιmυλατιον mετηοδσ χαν βε υσεδ δι−
ρεχτλψ. Ηοωεϖερ, ωηεν ρεγιmεσ λαστ mορε τηαν ονε περιοδ, τηε σιmυλατορ ηασ
το βε αλτερεδ ιν α στραιγητφορωαρδ mαννερ το αχχουντ φορ τηισ.

Τηε (χονδιτιοναλ) χονϕυγαχψ οφ ουρ πριορ ιmπλιεσ τηατ, ωιτη ονε εξχεπτιον,
π (�mϕΨΤ ; ΣΤ ;�; ς; �; ��) φορ m = 1; :::;Μ ηαϖε Γαmmα διστριβυτιονσ. Τηε
εξχεπτιον οχχυρσ φορ τηε λαστ ιν−σαmπλε ρεγιmε ανδ mινορ χοmπλιχατιονσ αρε
χαυσεδ βψ τηε φαχτ τηατ τηισ λαστ ρεγιmε mαψ νοτ βε χοmπλετεδ ατ τιmε Τ .
Φορ τηισ Ποισσον ιντενσιτψ ωε υσε αν αχχεπτ/ρεϕεχτ αλγοριτηm.

Στανδαρδ Βαψεσιαν ρεσυλτσ φορ στατε σπαχε mοδελσ χαν βε υσεδ το σηοω
π
�
ς �1ϕΨΤ ; ΣΤ ;�; �; �; ��

�
ισ Wισηαρτ ανδ π

�
��1ϕΨΤ ; ΣΤ ;�; �; ς; ��

�
ισ Γαmmα.

π
�
��1� ϕΨΤ ; ΣΤ ;�; �; ς; �

�
χαν αλσο βε σηοων το βε α Γαmmα διστριβυτιον.

5.1 Πρεδιχτιϖε Dιστριβυτιονσ

Συπποσε ιντερεστ χεντερσ ον τηε πρεδιχτιϖε δενσιτψ φορ ψΤ+η, γιϖεν δατα
τηρουγη τιmε Τ . Τηε βασιχ ιδεα οφ ουρ σιmυλατιον αλγοριτηm ισ τηατ, ιφ ωε
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κνεω τηε mοδελ παραmετερσ (ι.ε. �; ��), τηε ρελεϖαντ ρεγιmε (ι.ε. σΤ+η) ανδ
τηε χοε′χιεντσ ωηιχη αππλιεδ ιν τηισ ρεγιmε (ι.ε. �η), τηεν τηε διστριβυτιον
οφ ψΤ+η ωουλδ σιmπλψ βε Νορmαλ. Τηατ ισ,

12

π (ψΤ+ηϕΨΤ ; σΤ+η = φm; δmγ; �m; �; ς; �; ��) (5.1)

=
1π

2� εξπ(�m)
εξπ

�
�
(ψΤ+η �Ξτ+η�m)

2

2 εξπ(�m)

�
:

Τηυσ, ιφ ωε χαν οβταιν ποστεριορ δραωσ φορ σΤ+η; �m; �; ς; �; ��, ωε χαν οβταιν
αν εστιmατε οφ τηε πρεδιχτιϖε δενσιτψ ασ:

δπ (ψΤ+ηϕΨΤ ) =

ΠΡ
ρ=1 π

�
ψΤ+ηϕΨΤ ; σΤ+η = φm

(ρ); δ
(ρ)
m γ; �

(ρ)
m ; �

(ρ); ς (ρ); �(ρ); �
(ρ)
�

�

Ρ
:

ωηερε (ρ) συπερσχριπτσ, φορ ρ = 1; ::; Ρ, δενοτε τηεσε δραωσ (αφτερ δροππινγ αν
αππροπριατε νυmβερ οφ βυρν−ιν ρεπλιχατιονσ). Ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm αβοϖε
δεσχριβεσ ηοω δραωσ οφ �; ς; �; �� αρε τακεν. Ιν τηισ συβσεχτιον, ωε δεσχριβε
ηοω δραωσ οφ σΤ+η ανδ �m αρε τακεν (ι.ε. ηοω ουτ−οφ−σαmπλε δραωσ οφ ρεγιmεσ
ανδ αχχοmπανψινγ χοε′χιεντσ αρε δονε). Wε φοχυσ ον α παρτιχυλαρ αππροαχη
τηατ χοmπλεmεντσ τηε σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλερ ιντροδυχεδ ιν τηε νεξτ
σεχτιον.

Wε σταρτ βψ νοτινγ τηατ ωε ηαϖε αχχεσσ το τηε πρεδιχτιϖε διστριβυτιον
φορ τηε στατεσ, φπ(σΤ+ηϕΨΤ ;�; �; ��) : η = 1; : : : ;Ηγ ατ εαχη ιτερατιον οφ τηε
ΜΧΜΧ αλγοριτηm δεσχριβεδ ιν τηε πρεχεδινγ σεχτιον βψ χοmβινινγ π(σΤ ϕΨΤ ;�; �; ��)
ωιτη τηε τρανσιτιον φυνχτιον οφ τηε χηαιν. Τηυσ, δραωσ οφ (σΤ+1; : : : ; σΤ+Η)
χαν βε εασιλψ οβταινεδ.13 Wε εmπηασιζε τηατ τηεσε δραωσ αρε χονδιτιοναλ ον
� (ωηιχη ινχλυδεσ δραωσ υπ το Μ). Νοτε αλσο τηατ ωε ρεθυιρε ονλψ α σινγλε
δραω οφ (σΤ+1; : : : ; σΤ+Η) ατ εαχη ιτερατιον οφ τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm. Γιϖεν
τηεσε δραωσ οφ τηε ρεγιmεσ, ωε χαν τηεν τακε δραωσ φ�σΤ+η : η = 1; : : : ;Ηγ.
Ιφ τηε ρεγιmε ατ τιmε Τ +Η ισ λεσσ ορ εθυαλ το Μ τηεν τηε ελεmεντσ οφ � αρε
υσεδ ανδ νο αδδιτιοναλ ρανδοm δραωσ αρε ρεθυιρεδ. Ιφ τηε ρεγιmε νυmβερ
γοεσ αβοϖε Μ τηεν ωε χαν υσε (4.2) το γενερατε νεω ϖαλυεσ οφ �σΤ+η .

Wε στρεσσ τηατ τηισ αππροαχη ωιλλ προϖιδε υσ ωιτη α πρεδιχτιϖε δενσιτψ
τηατ σατισ�εσ Βαψεσ� ρυλε. Τηατ ισ, ιτ χορρεχτλψ χοmβινεσ ινφορmατιον ιν τηε

12Νοτε τηατ, ιν τηε χασε οφ τηε αυτορεγρεσσιϖε mοδελ, Ξτ+1 ισ κνοων ανδ τηισ δενσιτψ
χαν βε ιmmεδιατελψ χαλχυλατεδ. Φορ ουτ−οφ−σαmπλε φορεχαστινγ φορ η > 1; Ξτ+η ισ προδυχεδ
βψ ιτερατινγ ον τηε κνοων ϖαλυεσ ατ Τ υσινγ τηε σεθυενχε οφ αυτορεγρεσσιϖε χοε′χιεντσ.
13Φορ σοmε ϖαλυεσ οφ η ρεγιmε νυmβερσ γρεατερ τηανΜ mιγητ ηαϖε νον−ζερο προβαβιλιτψ.

Ατ τηισ οχχυρρενχε τηε Νεγατιϖε Βινοmιαλ διστριβυτιον ιmπλιεδ βψ �� χαν βε υσεδ το οβταιν
αν αππροπριατε ρεγιmε δυρατιον δραω.
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δατα ωιτη τηε προβαβιλιστιχ στρυχτυρε ιmπλιεδ βψ τηε mοδελ υσινγ τηε ρυλεσ
οφ χονδιτιοναλ προβαβιλιτψ.

5.2 Σεθυεντιαλ Ιmπορτανχε Σαmπλινγ

Μοδελσ συχη ασ ουρσ αρε οφτεν υσεδ φορ ρεαλ τιmε φορεχαστινγ. Ασ νεω δατα
χοmεσ ιν, ωε ωαντ το υπδατε ουρ φορεχαστσ. Οφ χουρσε, ωε χουλδ σιmπλψ ρε−ρυν
ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm ωιτη α δατα σετ αυγmεντεδ βψ τηισ νεω δατα ανδ τηεν
χαλχυλατε πρεδιχτιϖε δενσιτιεσ ασ δεσχριβεδ ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον. Ηοωεϖερ,
γιϖεν ιτσ χοmπυτατιοναλ δεmανδσ, ιτ ισ δεσιραβλε το υπδατε φορεχαστσ ωιτηουτ
ρε−ρυννινγ τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm. Ιν τηισ σεχτιον, ωε βριε�ψ δεσχριβε ηοω
σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλινγ mετηοδσ [τηεσε αρε α ποπυλαρ τψπε οφ παρτιχλε
�λτερ mετηοδσ, σεε, ε.γ., Dουχετ, Γοδσιλλ ανδ Ανδριευ (2000) ορ Λιυ ανδ Χηεν
(1998)] χαν βε υσεδ ωιτη ουρ mοδελ το αχηιεϖε τηισ γοαλ.

Λετ ζτ = (�0τ; Στ) δενοτε τηε υνοβσερϖεδ στατεσ ανδ, φορ σιmπλιχιτψ, συπ−
πρεσσ χονδιτιονινγ αργυmεντσ (αλλ τηε π.δ.φ.σ βελοω αρε χονδιτιοναλ ον τηε
mοδελ παραmετερσ (�; ς; �; ��)). Τηε σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλερ (ΣΙΣ),
ισ δεσιγνεδ φορ mοδελσ (συχη ασ ουρσ) ωηιχη χαν βε ωριττεν ιν τερmσ οφ π (ψτϕζτ)
ανδ π (ζτϕζτ�1). Βασεδ ον α σαmπλε οφ σιζε Τ , ποστεριορ ανδ πρεδιχτιϖε φεατυρεσ
δεπενδ υπον π (ΖΤ ϕΨΤ ) ωηιχη χαν βε οβταινεδ υσινγ ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm
ωηερε Ζι = (ζ1; : : : ; ζι)

0. Νοω συπποσε α (Τ + 1)στ οβσερϖατιον βεχοmεσ αϖαιλ−
αβλε ανδ, τηυσ, ποστεριορ ανδ πρεδιχτιϖε φεατυρεσ δεπενδ ον π (ΖΤ+1ϕΨΤ+1)
ωηιχη, βψ Βαψεσ� ρυλε, χαν βε ωριττεν ασ:

π (ΖΤ+1ϕΨΤ+1) = π (ΖΤ ϕΨΤ )
π (ψΤ+1ϕζΤ+1) π (ζΤ+1ϕζΤ )

π (ψΤ+1ϕΨΤ )
:

Σινχε π (ΖΤ ϕΨΤ ) ανδ π (ψΤ+1ϕΨΤ ) αρε ιmποσσιβλε το διρεχτλψ εϖαλυατε σιmυλα−
τιον mετηοδσ αρε ρεθυιρεδ. Τηε λικελιηοοδ, π (ψΤ+1ϕζΤ+1), ισ εϖαλυατεδ υσινγ
(5.1).

Wε χαν, οφ χουρσε, υσε τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm δεσχριβεδ αβοϖε το εϖαλυατε
προπερτιεσ οφ π (ΖΤ+1ϕΨΤ+1). Ηοωεϖερ, αν αλτερνατιϖε ισ το υσε ιmπορτανχε
σαmπλινγ. Ιφ ωε τακε αν ιmπορτανχε φυνχτιον οφ τηε φορm:

� (ζΤ+1ϕΖΤ ; ΨΤ+1) ;

τηεν τηε ιmπορτανχε σαmπλινγ ωειγητσ βεχοmε:

ωΤ+1 =
π (ΖΤ ϕΨΤ ) π (ψΤ+1ϕζΤ+1) π (ζΤ+1ϕζΤ )

� (ζΤ+1ϕΖΤ ; ΨΤ+1)
:

Ιφ α (Τ + 2)νδ οβσερϖατιον βεχοmεσ αϖαιλαβλε ανδ, ηενχε, ποστεριορ ανδ πρε−
διχτιϖε φεατυρεσ δεπενδ ον π (ΖΤ+2ϕΨΤ+2) ωηιχη χαν αλσο βε ηανδλεδ υσινγ
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ιmπορτανχε σαmπλινγ. Βυτ νοτε τηατ τηε ιmπορτανχε σαmπλινγ ωειγητσ νοω
βεχοmε:

ωΤ+2 = ωΤ+1
π (ψΤ+2ϕζΤ+2) π (ζΤ+2ϕζΤ+1)

� (ζΤ+2ϕΖΤ+1; ΨΤ+2)
:

Ιν οτηερ ωορδσ, ωε χαν ρεχυρσιϖελψ υπδατε τηε ιmπορτανχε σαmπλινγ ωειγητσ
ρατηερ τηαν εϖαλυατινγ τηεm ανεω, ρεδυχινγ χοmπυτατιοναλ ε¤ορτ. Ιν γεν−
εραλ, ιmπορτανχε σαmπλινγ ωειγητσ φορ Τ + η, αρε γιϖεν βψ:

ωΤ+η = ωΤ+η�1
π (ψΤ+ηϕζΤ+η) π (ζΤ+ηϕζΤ+η�1)

� (ζΤ+ηϕΖΤ+η�1; ΨΤ+η)
:

Χοmπυτατιοναλλψ, συχη αν αππροαχη χαν βε ϖερψ ε′χιεντ. Τηατ ισ, ινστεαδ
οφ ρυννινγ α (χοmπυτατιοναλλψ) δεmανδινγ ποστεριορ σιmυλατιον αλγοριτηm
η+1 τιmεσ (ι.ε. υσινγ δατα τηρουγη περιοδ Τ + ι φορ ι = 0; 1; ::; η), τηε mαιν
ποστεριορ σιmυλατιον αλγοριτηm ισ ρυν ονλψ ονχε, ανδ τηεν ΣΙΣ αλλοωσ φορ τηε
φαστ ανδ ε′χιεντ υπδατινγ ασ νεω ινφορmατιον αρισεσ.

Το βε πρεχισε, ιφ ωε βεγιν υσινγ ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm φορ δατα τηρουγη
περιοδ Τ , ωε οβταιν ρ = 1; ::; Ρ δραωσ. Τηεσε χαν βε ιντερπρετεδ ασ ιmπορ−
τανχε σαmπλινγ δραωσ, εαχη ωιτη αν εθυαλ ωειγητ οφ 1

Ρ
. Ιν περιοδ Τ + η,

υσινγ ΣΙΣ ωε ηαϖε Ρ δραωσ, εαχη ωιτη ωειγητσ ω
(ρ)
Τ+η. Ασ ωιτη ανψ ιmπορ−

τανχε σαmπλερ, ποστεριορ προπερτιεσ οφ ανψ φεατυρε οφ ιντερεστ χαν βε φουνδ βψ
τακινγ α ωειγητεδ αϖεραγε οφ δραων φεατυρεσ οφ ιντερεστ υσινγ τηε νορmαλιζεδ
ωειγητσ:

εω(ρ)Τ+η =
ω
(ρ)
Τ+ηΠΡ

ρ=1ω
(ρ)
Τ+η

:

Φυρτηερmορε, τηε πρεδιχτιϖε λικελιηοοδ14 φορ Η οβσερϖατιονσ χαν εστιmατεδ
φροm τηε ΣΙΣ ουτπυτ ασ:

δπ(ψΤ+1; ::; ψΤ+Η ϕΨΤ ) =

ΠΡ
ρ=1ω

(ρ)
Τ+Η

Ρ
:

Τηε πρεδιχτιϖε λικελιηοοδ φορ α σινγλε οβσερϖατιον χαν βε εστιmατεδ υσινγ:

δπ(ψΤ+ηϕΨΤ ) =

ΡΞ

ρ=1

π(ψΤ+ηϕΨΤ ; ζ
(ρ)
Τ+η�1; �

(ρ); ς (ρ); �(ρ); �
(ρ)
� ) εω

(ρ)
Τ+η�1:

14Ασ Ποιριερ (1995), Χηαπτερ 8 δισχυσσεσ τηερε ισ α λοτ οφ χοντροϖερσψ ιν τηε φρεθυεν−
τιστ λιτερατυρε αβουτ τηε mεανινγ οφ πρεδιχτιϖε λικελιηοοδ. Ιν ουρ Βαψεσιαν χοντεξτ τηε
ιντερπρετατιον ισ χλεαρ: ιτ ισ τηε πρεδιχτιϖε διστριβυτιον εϖαλυατεδ ατ τηε οβσερϖεδ ϖαλυε φορ
ψΤ+η. Εθυιϖαλεντλψ, ιτ χαν βε ιντερπρετεδ ασ α mαργιναλ λικελιηοοδ, τρεατινγ τρεατινγ τηε
ποστεριορ ατ τιmε Τ ασ α πριορ.
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Ιν τηεορψ, ΣΙΣ χουλδ βε υσεδ το δραω τηε στατεσ φορ αλλ τιmε περιοδσ (ι.ε.
ωε χουλδ σετ Τ = 0 ιν τηε πρεχεδινγ εθυατιονσ ανδ σιmπλψ ηαϖε η ινδεξ
τιmε). Ηοωεϖερ, αλλ σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλινγ αλγοριτηmσ ηαϖε τηε
προπερτψ τηατ τηε ϖαριανχε οφ τηε ιmπορτανχε σαmπλινγ ωειγητσ ινχρεασε οϖερ
τιmε (ι.ε. τηε αλγοριτηm βεχοmεσ λεσσ ε′χιεντ ασ η ινχρεασεσ). Ιφ τηε ϖαριανχε
οφ τηε ιmπορτανχε σαmπλινγ ωειγητσ βεχοmεσ τοο λαργε, τηεν τηε ιmπορτανχε
σαmπλινγ εστιmατεσ βεχοmε δοmινατεδ βψ ονλψ α φεω οφ τηε δραωσ. Ονε
σιmπλε mεασυρε οφ τηε ε¤εχτιϖε νυmβερ οφ δραωσ ισ

βΡεφφΤ+η =
Ρ

1
Ρ

ΠΡ
ρ=1(ω

(ρ)
Τ+η)

2

Τηερε αρε νυmερουσ mετηοδσ [ σεε, ε.γ., Dουχετ, Γοδσιλλ ανδ Ανδριευ (2000)
ορ Λιυ ανδ Χηεν (1998)] ωηιχη αττεmπτ το mινιmιζε τηισ προβλεm βψ υσινγ
α ρεσαmπλινγ τεχηνιθυε ωηεν τηισ ε¤εχτιϖε νυmβερ οφ δραωσ mοϖεσ βελοω α
τηρεσηολδ. Ιν ουρ χασε, ωε ηαϖε τηε αδϖανταγε τηατ ιφ τηε ε¤εχτιϖε νυmβερ
οφ δραωσ φαλλσ βελοω τηε τηρεσηολδ ϖαλυε ωε χαν αλωαψσ σωιτχη βαχκ το ουρ
οριγιναλ ΜΧΜΧ αλγοριτηm.

Αν οβϖιουσ χηοιχε φορ τηε ιmπορτανχε φυνχτιον ιν ουρ χασε ισ ουρ ηιεραρ−
χηιχαλ πριορ εϖαλυατεδ ατ τηε παραmετερσ ϖαλυεσ αφτερ οβσερϖινγ τηε �ρστ Τ
οβσερϖατιονσ:

� (ζΤ+ηϕΖΤ+η�1; ΨΤ+η�1) = π (ζΤ+ηϕζΤ+η�1; �; ς; �; ��) :

Το σιmυλατε φροm τηισ ιmπορτανχε φυνχτιον ωε υσε τηε σαmε αππροαχη ασ
δεσχριβεδ φορ προδυχινγ τηε πρεδιχτιϖε διστριβυτιονσ.

5.3 Χοmπυτατιον Ισσυεσ ιν Χοντεξτ

Χοmπυτατιον ισσυεσ αρε ιmπορταντ ιν τηε χηανγε−ποιντ λιτερατυρε. Υνλεσσ
τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ισ ϖερψ σmαλλ, τηε χοmπυτατιοναλ βυρδεν χαν
βε θυιτε δεmανδινγ. Βαψεσιαν αππροαχηεσ, συχη ασ ουρσ ανδ Χηιβ (1998),
ωηιχη αδοπτ α ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ τηε χηανγε−ποιντσ, ωιλλ ηαϖε α mυχη
λοωερ χοmπυτατιοναλ βυρδεν τηαν τηοσε ωηιχη ινϖολϖε εϖαλυατινγ σοmετηινγ
(ε.γ. α λικελιηοοδ ορ α ποστεριορ) ατ εϖερψ ποσσιβλε σετ οφ χηανγε−ποιντσ.
Ουρ ΜΧΜΧ αππροαχη λαργελψ δραωσ ον στανδαρδ αλγοριτηmσ ανδ, ηενχε,
προγραmmινγ χοστσ αρε νοτ λαργε. Ουρ αππροαχη ωιλλ ινϖολϖε α χοmπυτατιοναλ
βυρδεν γρεατερ τηαν Χηιβ (1998) σινχε ουρ τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ δεπενδ ον
τηε δυρατιον σπεντ ιν εαχη ρεγιmε (σεε εθυατιον 3.3 ανδ συρρουνδ δισχυσσιον).
Ηοωεϖερ, ιν βοτη Χηιβ (1998) ανδ ουρ mοδελ, τηε δυρατιονσ δο νοτ εντερ
τηε λικελιηοοδ (ι.ε. π (ψτϕΨτ�1; στ = m) = π (ψτϕΨτ�1; �m) δοεσ νοτ δεπενδ
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ον τηε δυρατιον οφ τηε ρεγιmε), σο τηε αδδεδ χοmπυτατιοναλ βυρδεν ονλψ
εντερσ τηρουγη δραωσ οφ τηε στατεσ. Wιτη α mοδερν περσοναλ χοmπυτερ, τηε
χοmπυτατιοναλ βυρδεν οφ ουρ αππροαχη ισ στιλλ τριϖιαλ φορ δατα σετσ οφ τηε
λενγτη τψπιχαλλψ υσεδ βψ mαχροεχονοmιστσ.15 Φυρτηερmορε, mετηοδσ συχη
ασ σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλινγ χαν βε υσεδ το λεσσεν τηε χοmπυτατιοναλ
βυρδεν ιν ρεαλ τιmε φορεχαστινγ εξερχισεσ. Ιν ουρ mοδελ τηε αβιλιτψ το υσε
τηε σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλινγ προδυχεσ α τρεmενδουσ ρεδυχτιον ιν νετ
χοmπυτατιον βεχαυσε mοστ οφ τηε δραωσ ρεθυιρεδ αρε προδυχεδ δυρινγ τηε
ΜΧΜΧ αλγοριτηm ανδ ϕυστ νεεδ το βε στορεδ.

Τηε αππροαχη οφ Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν (2006) σηαρεσ
mανψ οφ τηε χοmπυτατιοναλ αδϖανταγεσ οφ Χηιβ (1998). Ηοωεϖερ, σοmε οφ
τηε βενε�τσ οφ ασσυmινγ α χονσταντ τρανσιτιον προβαβιλιτψ ωιτηιν α ρεγιmε
(εξχεπτ ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε), αρε λοστ ιν τηειρ φορεχαστινγ εξερχισε σινχε
τηειρ ασσυmεδ (ουτ−οφ−σαmπλε) ηιεραρχηψ ισ νοτ χονδιτιοναλλψ χονϕυγατε ανδ
τηε σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλινγ αππροαχη ισ νοτ αϖαιλαβλε δυε το τηειρ
ιmποσιτιον οφ α �ξεδ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ιν σαmπλε. Τηισ χοντραστσ το
ουρ ηιεραρχηψ, ωηιχη ισ χονδιτιοναλλψ χονϕυγατε.

Ιν χοντραστ το ουρ αππροαχη, τηε ιν�υεντιαλ νον−Βαψεσιαν αππροαχη οφ
Βαι ανδ Περρον (1998) ισ λεσσ χοmπυτατιοναλλψ βυρδενσοmε. Βαι ανδ Περρον
σταρτ φροm τηε οβσερϖατιον τηατ τηερε αρε Τ (Τ+1)=2 ωαψσ οφ παρτιτιονινγ τηε
σαmπλε. Τηισ ισ τρυε ιν ουρ αππροαχη ασ ωελλ, σινχε ωε αλλοω φορ ανψ νυmβερ
οφ βρεακσ ιν σαmπλε. Βαι ανδ Περρον τηεν σηοω ηοω αν ε′χιεντ δψναmιχ
προγραmmινγ mετηοδ χαν βε υσεδ το �νδ τηε γλοβαλ λεαστ σθυαρεσ mινιmιζερ
ιν τηε σπεχιαλ χασε οφ αλλ παραmετερσ ιν α λινεαρ χονδιτιοναλ mεαν χηανγινγ
ατ εαχη χηανγε−ποιντ ωιτη νο ρεστριχτιονσ ον τηε χοε′χιεντσ χηανγεσ. Ιν
τηισ σπεχιαλ χασε τηεψ ρεθυιρε ονλψ Ο(Τ 2) χοmπυτατιονσ το �νδ τηε λεαστ
σθυαρεσ mινιmιζερ. Οφ χουρσε, ωιτηουτ ρεστριχτιονσ ον τηε τιmε βετωεεν
χηανγε−ποιντσ τηε mινιmυm ισ αχηιεϖεδ ωιτη α περφεχτ �τ. Το γετ αρουνδ
τηισ ισσυε, τηε mινιmιζερ ισ φουνδ βψ ιmποσινγ αδδιτιοναλ ρεστριχτιονσ ον τηε
mινιmυm τιmε βετωεεν χηανγε−ποιντσ. Ινφερενχε ισ τηεν περφορmεδ βψ υσινγ
ινσιγητσ φροm τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον. Νοτε τηατ τηισ ιmπλιεσ τηατ α
δι¤ερεντ παρτιτιον οφ τηε δατα ωιτη τηε σαmε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ βυτ
α σλιγητλψ ηιγηερ ϖαλυε φορ τηε λεαστ σθυαρεσ mινιmανδ ρεχειϖεσ νο ωειγητ
ιν τηε ινφερενχε. Α στρενγτη οφ τηε Βαψεσιαν αππροαχη ισ τηατ ιτ χαν πυτ

15Α ρεχεντ παπερ βψ Γιορδανι ανδ Κοην (2006) δεϖελοπσ χοmπυτατιοναλλψ ε′χιεντ mετη−
οδσ φορ τηε mοδελ οφ Χηιβ (1998) ανδ α σιmπλε ϖερσιον οφ ουρ mοδελ. Τηε αυτηορσ σηοω
ηοω, ιν ειτηερ οφ τηεσε mοδελσ, βρεακ δατεσ χαν βε δραων ιν Ο(Τ ) οπερατιονσ βψ ιντεγρατ−
ινγ ουτ τηε στατεσ αναλψτιχαλλψ. Ιτ ισ προβαβλε τηατ τηεσε mετηοδσ χαν βε εξτενδεδ φορ
τηε γενεραλ ϖερσιον οφ ουρ mοδελ ανδ, τηυσ, χοmπυτατιον ωιλλ βε ϖερψ ε′χιεντ ινδεεδ. Wε
ινχλυδε σοmε δισχυσσιον ον τηισ ποιντ ιν Αππενδιξ Α.
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ωειγητ ον τηισ δι¤ερεντ παρτιτιον. Τηισ ωουλδ βε παρτιχυλαρλψ ιmπορταντ
φορ φορεχαστινγ. Ιν Αππενδιξ Α ωε δισχυσσ ηοω α φρεθυεντιστ χουλδ υσε α
ηιεραρχηιχαλ αππροαχη το οβταιν ινφορmατιον ον τηε προβαβιλιτψ οφ χηανγε−
ποιντσ ατ τηε γλοβαλ mινιmιζερ φορ τηε ρεγιmε χοε′χιεντσ φουνδ υσινγ Βαι
ανδ Περρον�σ αλγοριτηm

Ρελατιϖε το τηε αππροαχη οφ Βαι ανδ Περρον (1998, 2003), ωε ωουλδ ηαϖε
τηε σαmε Ο(Τ 2) χοmπυτατιοναλ βυρδεν ιφ ωε ηαδ ασσυmεδ τηε στανδαρδ χον−
σταντ τρανσιτιον προβαβιλιτψ mατριξ (ανδ, ωε νοτε τηισ ηολδσ φορ α mυχη ωιδερ
χλασσ οφ mοδελσ τηαν Βαι ανδ Περρον). Ασ ωε ηαϖε σεεν, mανψ Βαψεσιαν απ−
προαχηεσ αδοπτ τηισ χονσταντ τρανσιτιον προβαβιλιτψ mατριξ, ασσυmινγ α �ξεδ
νυmβερ οφ ρεγιmεσ οχχυρ ιν−σαmπλε. Ουρ mοδελ ισ σοmεωηατ mορε χοmπυ−
τατιοναλλψ δεmανδινγ τηαν τηισ. Ηοωεϖερ, α σιmπλι�εδ ϖερσιον οφ ουρ mοδελ
ωιτη α χονσταντ τρανσιτιον mατριξ ωουλδ νοτ βε mορε χοmπυτατιοναλλψ δε−
mανδινγ. Νοτε τηατ συχη α ϖερσιον οφ ουρ mοδελ ωουλδ αλλοω φορ αν υνκνοων
νυmβερ οφ ρεγιmεσ ιν σαmπλε. Ιν τηε χασε ωηερε τηε τρανσιτιον προβαβιλιτψ
ωασ τηε σαmε αχροσσ ρεγιmεσ, τηε σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλερ ωουλδ βε
αϖαιλαβλε ανδ τηε νετ χοmπυτατιοναλ δι¤ερενχε φορ ρεαλ τιmε υπδατινγ ωουλδ
φαϖορ ουρ mετηοδ ιν mοστ χασεσ.

6 Αππλιχατιον το ΥΣ Ιν�ατιον ανδ Ουτπυτ

Ιν εχονοmιχσ, mανψ αππλιχατιονσ οφ χηανγε−ποιντ mοδελινγ ηαϖε βεεν το τηε
δεχλινε ιν ϖολατιλιτψ οφ ΥΣ ρεαλ αχτιϖιτψ ανδ χηανγεσ ιν τηε περσιστενχε οφ
τηε ιν�ατιον προχεσσ. Wιτη ρεγαρδσ το ΓDΠ γροωτη, Κιm, Νελσον ανδ Πιγερ
(2003), υσινγ τηε mετηοδσ οφ Χηιβ (1998) (ασσυmινγ α σινγλε χηανγε−ποιντ),
ινϖεστιγατε βρεακσ ιν ϖαριουσ mεασυρεσ οφ αγγρεγατε αχτιϖιτψ. Φορ mοστ οφ
τηε mεασυρεσ τηεψ χονσιδερ, τηε λικελιηοοδ οφ α βρεακ ισ οϖερωηελmινγ ανδ
Βαψεσιαν ανδ φρεθυεντιστ αναλψσεσ προδυχε ϖερψ σιmιλαρ ρεσυλτσ.16 Ον τηε
οτηερ ηανδ, Στοχκ ανδ Wατσον (2002) πρεσεντ εϖιδενχε φροm α στοχηαστιχ
ϖολατιλιτψ mοδελ τηατ τηε δεχλινε ιν ϖαριανχε mιγητ ηαϖε βεεν mορε γραδυαλ,
α τηεσισ �ρστ φορωαρδ βψ Βλανχηαρδ ανδ Σιmον (2001).

Χλαρκ (2003) δισχυσσεσ τηε εϖιδενχε ον τιmε ϖαριατιον ιν περσιστενχε ιν
ιν�ατιον. Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2001, 2005) πρεσεντ εϖιδενχε οφ τιmε ϖαριατιον

16Σινχε συχη παπερσ χονσιδερ ονλψ α σινγλε βρεακ, ιτ ισ ρελατιϖελψ εασψ το εϖαλυατε αλλ τηε
ποσσιβλε βρεακ ποιντσ. Κιm, Νελσον ανδ Πιγερ (2003) ασσυmε τηατ τηε χονδιτιοναλ mεαν
παραmετερσ ρεmαιν χονσταντ αχροσσ τηε βρεακ ανδ τηε ονλψ χηανγε ισ ιν τηε ιννοϖατιον
ϖαριανχε. Ιφ ονε αλλοωεδ βοτη τηε χονδιτιοναλ mεαν ανδ ϖαριανχε το βρεακ ανδ ασσυmεδ αν
εξχηανγεαβλε Νορmαλ− Γαmmα πριορ τηεν τηε mοδελ χαν βε εϖαλυατεδ αναλψτιχαλλψ. Τηισ
ωασ τηε αππροαχη φολλοωεδ ιν Κοοπ ανδ Ποττερ (2001) ανδ ιτ ηασ τηε αδϖανταγε τηατ ονε
χαν αλσο ιντεγρατε ουτ οϖερ λαγ λενγτη ιν α τριϖιαλ φασηιον.
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ιν τηε ιν�ατιον προχεσσ βοτη ιν τηε χονδιτιοναλ mεαν ανδ χονδιτιοναλ ϖαριανχε
οφ α σmοοτη τψπε. Στοχκ (2001) �νδσ λιττλε εϖιδενχε φορ ϖαριατιον ιν τηε
χονδιτιοναλ mεαν οφ ιν�ατιον υσινγ χλασσιχαλ mετηοδσ ανδ Πριmιχερι (2005)
�νδσ σοmε εϖιδενχε φορ ϖαριατιον ιν τηε χονδιτιοναλ ϖαριανχε βυτ λιττλε ιν τηε
χονδιτιοναλ mεαν.

Αχχορδινγλψ, ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ ωε ινϖεστιγατε τηε περφορmανχε οφ ουρ
mοδελ υσινγ θυαρτερλψ ΥΣ ΓDΠ γροωτη ανδ τηε ιν�ατιον ρατε ασ mεασυρεδ βψ
τηε ΠΧΕ δε�ατορ (βοτη εξπρεσσεδ ατ αν αννυαλ ρατεσ) φροm 1947Θ2 τηρουγη
2005Θ4. Wιτη βοτη ϖαριαβλεσ ωε ινχλυδε αν ιντερχεπτ ανδ τωο λαγσ οφ τηε
δεπενδεντ ϖαριαβλε ασ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ. Wε τρεατ τηεσε �ρστ τωο λαγσ ασ
ινιτιαλ χονδιτιονσ ανδ, ηενχε, ουρ δατα ε¤εχτιϖελψ ρυνσ φροm 1947Θ4 τηρουγη
2005Θ4.

Ιν αδδιτιον το ουρ Ποισσον ηιεραρχηιχαλ mοδελ φορ δυρατιονσ ωε αλσο
πρεσεντ ρεσυλτσ φορ στανδαρδ ΤςΠ ωιτη στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ [σεε Στοχκ ανδ
Wατσον 2002] ανδ ονε−βρεακ mοδελσ εστιmατεδ υσινγ Βαψεσιαν mετηοδσ.
Βοτη οφ τηεσε χαν βε ιντερπρετεδ ασ ρεστριχτεδ ϖερσιονσ οφ ουρ mοδελ. Τηε
ΤςΠ mοδελ ιmποσεσ τηε ρεστριχτιονσ τηατ τηε δυρατιον οφ εαχη ρεγιmε ισ ονε
(ι.ε. στ = τ φορ αλλ τ). Τηε ονε−βρεακ mοδελ ιmποσεσ τηε ρεστριχτιον τηατ
τηερε αρε εξαχτλψ τωο ρεγιmεσ ωιτη στ = 1 φορ τ � � ανδ στ = 2 φορ τ > �
(ανδ τηε χοε′χιεντσ αρε χοmπλετελψ υνρεστριχτεδ αχροσσ ρεγιmεσ ωιτη α �ατ
πριορ ον τηε χοε′χιεντσ ανδ ερρορ ϖαριανχεσ).17

Αππενδιξ Χ δεσχριβεσ ουρ σελεχτιον οφ τηε πριορ ηψπερπαραmετερσ ��,�1,�2,��,��,ς ς
ανδ �ς ανδ χοmπαραβλε πριορ ηψπερπαραmετερσ φορ τηε ΤςΠ mοδελ. Ηερε
ωε νοτε ονλψ τηατ ωε mακε ωεακλψ ινφορmατιϖε χηοιχεσ φορ τηεσε. Ιν α mορε
συβσταντιϖε εmπιριχαλ εξερχισε ωε ωουλδ χαρρψ ουτ α πριορ σενσιτιϖιτψ αναλψ−
σισ. Τηε ρεσεαρχηερ ιντερεστεδ ιν mορε οβϕεχτιϖε ελιχιτατιον χουλδ ωορκ ωιτη
α πριορ βασεδ ον α τραινινγ σαmπλε.

6.1 Εστιmατιον Ρεσυλτσ

Φιγυρε 1 πρεσεντσ ινφορmατιον ρελατινγ το τηε ΤςΠ φορ ΓDΠ γροωτη. Τηε
ποστεριορ mεανσ οφ τηε χοε′χιεντσ (ι.ε. �τ φορ τ = 1; ::; Τ ) αρε γιϖεν ιν Φιγυρε
1α ανδ τηε ϖολατιλιτιεσ (ι.ε. εξπ(�τ=2) φορ τ = 1; : : : ; Τ ) ιν Φιγυρε 1β. Φιγυρε
2 πρεσεντσ σιmιλαρ ινφορmατιον φροm τηε ονε−βρεακ mοδελ.

Χονσιδερ �ρστ ρεσυλτσ φροm τηε στανδαρδ ΤςΠ ανδ ονε−βρεακ mοδελσ φορ
ρεαλ ΓDΠ γροωτη. Τηε mοστ ιντερεστινγ �νδινγσ φορ τηισ ϖαριαβλε ρελατε το
τηε ϖολατιλιτψ. Βοτη mοδελσ ινδιχατε τηατ ϖολατιλιτψ ισ δεχρεασινγ συβσταν−

17Wε ρεστριχτ τηε πριορ φορ τηε χηανγε−ποιντσ συχη τηατ τηε χηανγε−ποιντ χαννοτ οχχυρ
ιν τηε �ρστ ορ λαστ 5% οφ τηε σαmπλε.
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τιαλλψ οϖερ τιmε, ωιτη α παρτιχυλαρλψ δραmατιχ δροπ οχχυρρινγ αρουνδ 1984.18

Ηοωεϖερ, ωιτη τηε ΤςΠ mοδελ τηισ δεχλινε ισ mυχη mορε σmοοτη ανδ νον−
mονοτονιχ τηαν ωιτη τηε ονε βρεακ mοδελ. Τηε θυεστιον αρισεσ ασ το ωηετηερ
τηε τρυε βεηαϖιορ οφ ϖολατιλιτψ ισ ασ συγγεστεδ βψ τηε ΤςΠ mοδελ ορ τηε ονε
βρεακ mοδελ. Οφ χουρσε, ονε χαν υσε στατιστιχαλ τεστινγ mετηοδσ ωηιχη χοm−
παρε τηεσε αλτερνατιϖεσ. Ηοωεϖερ, αν αδϖανταγε οφ ουρ mοδελ ισ τηατ ιτ νεστσ
τηεσε αλτερνατιϖεσ. Wε χαν εστιmατε ωηατ τηε αππροπριατε παττερν οφ χηανγε
ισ ανδ σεε ωηετηερ ιτ ισ τηε ΤςΠ ορ τηε ονε βρεακ mοδελ � ορ σοmετηινγ ιν
βετωεεν.

Ουρ �νδινγσ ρελατινγ το ϖολατιλιτψ οφ ΓDΠ γροωτη αρε νοτ συρπρισινγ γιϖεν
πρεϖιουσ ρεσυλτσ σταρτινγ ωιτη ΜχΧοννελλ ανδ Περεζ (2000). Τηερε ισ σοmε
εϖιδενχε φροm τηε ΤςΠ mοδελ τηατ ϖολατιλιτψ σταρτεδ το δεχλινε ιν τηε 1950σ
βυτ τηισ δεχλινε ωασ ρεϖερσεδ σταρτινγ ιν τηε λατε 1960σ. Τηε σινγλε βρεακ
mοδελ (βψ χονστρυχτιον) δοεσ νοτ σηοω ανψ εϖιδενχε οφ τηισ. Ιτ δατεσ τηε
σινγλε βρεακ το βε ατ ορ ϖερψ νεαρ το 1984. Wιτη ρεγαρδσ το τηε αυτορεγρεσ−
σιϖε χοε′χιεντσ, ωιτη βοτη mοδελσ τηε ποστεριορ mεανσ ινδιχατε τηατ συγγεστ
τηατ λιττλε χηανγε ηασ τακεν πλαχε. Ηοωεϖερ, ποστεριορ στανδαρδ δεϖιατιονσ
(νοτ πρεσεντεδ) αρε θυιτε λαργε ινδιχατινγ α ηιγη δεγρεε οφ υνχερταιντψ. Ιν
τηε λιτερατυρε [ε.γ. Στοχκ ανδ Wατσον (2002)] τηεσε �νδινγσ ηαϖε βεεν ιντερ−
πρετεδ ασ ιmπλψινγ τηατ τηερε ηασ βεεν νο χηανγε ιν τηε χονδιτιοναλ mεαν
παραmετερσ.

Ιν λιγητ οφ τηισ αππροξιmατε χονστανχψ οφ τηε χοε′χιεντσ (ανδ το ιλλυστρατε
ουρ mετηοδσ ιν αν ιντερεστινγ σπεχιαλ χασε), ωε εστιmατε ουρ mοδελ ωιτη
ϖαριατιον ονλψ ιν τηε ϖολατιλιτιεσ ανδ νοτ ιν τηε χοε′χιεντσ. Τηατ ισ, τηε
�ρστ εθυατιον ιν (4.2) ισ δεγενερατε (ορ, εθυιϖαλεντλψ, ς = 0Κ�Κ). Φιγυρε
3 πλοτσ φεατυρεσ οφ τηε ρεσυλτινγ ποστεριορ. Φιγυρε 3α, βψ δε�νιτιον, ιmπλιεσ
χονσταντ ϖαλυεσ φορ αλλ τηε χοε′χιεντσ. Φιγυρε 3β πλοτσ τηε ποστεριορ mεαν
οφ τηε ϖολατιλιτψ. Φιγυρε 3χ πλοτσ τηε ποστεριορ mεαν οφ τηε ρεγιmε νυmβερ
βψ δατε (φορ τηε ΤςΠ mοδελ ιτ ωουλδ βε α 45 δεγρεε λινε. Φορ τηε ονε−
βρεακ mοδελ ιφ τηερε ωασ χονσιδεραβλε ποστεριορ mασσ ατ ονε δατε ιτ ωουλδ
βε α στεπ φυνχτιον φροm 1 το 2 ατ τηισ δατε). Φιγυρε 3β ισ σλιγητλψ σmοοτηερ
βυτ οτηερωισε θυιτε σιmιλαρ το τηε χοmπαραβλε ΤςΠ ρεσυλτ ιν Φιγυρε 1β, βυτ
δι¤ερσ θυιτε συβσταντιαλλψ φροm τηε ονε−βρεακ mοδελ ρεσυλτ. Τηυσ, ωε αρε
�νδινγ εϖιδενχε τηατ τηε ΤςΠ mοδελ ισ mορε σενσιβλε τηαν τηε ονε−βρεακ
mοδελ. Ηοωεϖερ, ωε φουνδ συχη εϖιδενχε ιν τηε χοντεξτ οφ α mοδελ ωηιχη
χουλδ ηαϖε αλλοωεδ φορ ϖερψ φεω βρεακσ. Ιν φαχτ, ασ χαν βε σεεν ιν Φιγυρε 3χ,

18Νοτε τηατ, ιν τηε ονε βρεακ mοδελ, τηε ποστεριορ mεανσ οφ τηε χοε′χιεντσ ανδ ϖολατιλ−
ιτιεσ, χονδιτιοναλ ον α παρτιχυλαρ χηανγε−ποιντ, ωιλλ βεηαϖε λικε στεπ φυνχτιονσ. Ηοωεϖερ,
ωηεν ωε πρεσεντ υνχονδιτιοναλ ρεσυλτσ, ωηιχη αϖεραγε οϖερ ποσσιβλε χηανγε−ποιντσ, τηισ
στεπ φυνχτιον παττερν ισ λοστ ασ χαν βε σεεν ιν τηε �γυρεσ.
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ουρ mοδελ ινδιχατεσ τηατ τηερε αρε αβουτ 40 ρεγιmεσ ιν−σαmπλε, ασ οπποσεδ
το τηε 2 ρεγιmεσ οφ τηε ονε−βρεακ mοδελ ορ 227 οφ τηε ΤςΠ mοδελ.

Λετ υσ νοω τυρν το ιν�ατιον. Γιϖεν �νδινγσ βψ οτηερ αυτηορσ ανδ αν
ιντερεστ ιν τηε περσιστενχε οφ ιν�ατιον, ωε υσε τηε υνρεστριχτεδ ϖερσιον οφ ουρ
mοδελ ανδ αλλοω τηε ΑΡ χοε′χιεντσ το χηανγε αχροσσ ρεγιmεσ. Φιγυρεσ 4,
5 ανδ 6 πρεσεντ ρεσυλτσ φροm τηε ΤςΠ, ονε βρεακ ανδ ουρ mοδελσ, ρεσπεχ−
τιϖελψ. Φιγυρε 4α, χονταινινγ τηε τωο αυτορεγρεσσιϖε παραmετερσ φροm τηε
ΤςΠ mοδελ, σηοωσ α σλιγητ βυτ στεαδψ ινχρεασε ιν τηε περσιστενχε οφ ιν�ατιον
υπ το τηε λατε 1970σ φολλοωεδ βψ α στεαδψ δεχρεασε. Τηε φαχτ τηατ τηε λεϖελ
οφ ιν�ατιον ινχρεασεδ τηρουγηουτ τηε 1970σ ανδ εαρλψ 1980σ βεφορε δεχλινινγ
ιν τηε 1990σ ισ πιχκεδ υπ παρτλψ τηρουγη τηε παττερν ιν τηε ιντερχεπτ.19 Τηε
ϖολατιλιτψ οφ ιν�ατιον σηοωσ α σιmιλαρ παττερν, ωιτη α νοτεδ ινχρεασε ιν τηε
1970σ ανδ εαρλψ 1980σ. Τηεσε σενσιβλε ρεσυλτσ αρε φουνδ βψ βοτη τηε ΤςΠ
mοδελ ανδ ουρ mοδελ ανδ αρε χονσιστεντ ωιτη εϖιδενχε πρεσεντεδ ιν Χογλεψ
ανδ Σαργεντ (2001), αλτηουγη ατ οδδσ ωιτη σοmε οφ τηε εϖιδενχε πρεσεντεδ ιν
Πριmιχερι (2005). Τηε σινγλε βρεακ mοδελ ινδιχατεσ θυιτε δι¤ερεντ παττερνσ
(σεε Φιγυρε 5). Ιτ ωαντσ το πυτ τηε σινγλε βρεακ νεαρ τηε βεγιννινγ οφ τηε
σαmπλε, τοταλλψ mισσινγ ανψ χηανγεσ ιν τηε λεϖελ, περσιστεντ ορ ϖολατιλιτψ οφ
ιν�ατιον ιν τηε 1970σ ανδ εαρλψ 1980σ. Ονε χουλδ φορχε τηε βρεακ λατερ βψ
αδοπτινγ α πριορ τηατ τηε χηανγε−ποιντ ισ λατερ ιν τηε σαmπλε. Ασ ονε χαν σεε
φροm τηε χονχαϖιτψ ιν Φιγυρε 6χ ουρ mοδελ ισ αβλε το ασσιγν mανψ χηανγε−
ποιντσ εαρλψ ιν τηε σαmπλε τηεν αδαπτ το α σλοωερ ρατε οφ ρεγιmε χηανγε λατερ
ιν τηε σαmπλε.

Wηεν χοmπαρινγ ρεσυλτσ φροm τηε ΤςΠ ανδ ονε−βρεακ mοδελ το ουρσ, ασ
α γενεραλ ρυλε ωε αρε �νδινγ ουρ mοδελ συππορτσ mανψ χηανγε−ποιντσ ρατηερ
τηαν α σmαλλ νυmβερ ανδ τηυσ τηε mοϖεmεντσ οφ τηε χονδιτιοναλ mεαν ανδ
ϖαριανχε παραmετερσ αρε χλοσερ το τηε ΤςΠ mοδελ. Wε τακε τηισ ασ εϖιδενχε
τηατ ουρ mετηοδσ αρε συχχεσσφυλλψ χαπτυρινγ τηε προπερτιεσ οφ α ρεασοναβλε
δατα γενερατινγ προχεσσ, βυτ ωιτηουτ mακινγ τηε ασσυmπτιον οφ α βρεακ
εϖερψ περιοδ ασ ωιτη τηε ΤςΠ mοδελ. Τηατ ισ, ωε αρε λεττινγ τηε δατα τελλ
υσ ωηατ κεψ προπερτιεσ οφ τηε δατα αρε, ρατηερ τηαν ασσυmινγ τηεm. Ουρ
εmπιριχαλ ρεσυλτσ αλσο σηοω τηε προβλεmσ οφ ωορκινγ ωιτη mοδελσ ωιτη α σmαλλ
νυmβερ οφ βρεακσ ωηεν, ιν ρεαλιτψ, τηε εϖολυτιον οφ παραmετερσ ισ mυχη mορε
γραδυαλ.

19Νοτε, οφ χουρσε, τηατ τηε υνχονδιτιοναλ mεαν δεπενδσ ον τηε ιντερχεπτ ανδ τηε ΑΡ
χοε′χιεντσ.
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6.2 Πρεδιχτιϖε Εξερχισε

Τηε πρεϖιουσ σεχτιον φοχυσσεσ ον εστιmατιον φορ ουρ mοδελ, τηε ΤςΠ mοδελ
ανδ α ονε−βρεακ mοδελ. Ιν ορδερ το χοmπαρε τηεσε δι¤ερεντ mοδελσ, ωε
χουλδ χαλχυλατε mαργιναλ λικελιηοοδσ ιν ορδερ το χονστρυχτ Βαψεσ� φαχτορσ ορ
ποστεριορ οδδσ ρατιοσ υσινγ στανδαρδ mετηοδσ. Φορ ινστανχε, τηε mετηοδσ
οφ Χηιβ (1995), Χηιβ ανδ ϑελιαζκοϖ (2001) ορ Γελφανδ ανδ Dεψ (1994) χαν
βε υσεδ το εστιmατε τηε mαργιναλ λικελιηοοδ ιν χηανγε−ποιντ mοδελσ. Μορε
σιmπλψ, ινφορmατιον χριτερια συχη ασ τηε Σχηωαρζ χριτερια χαν βε υσεδ το
αππροξιmατε mαργιναλ λικελιηοοδσ. Ηοωεϖερ, ιν τηεσε mοδελσ (ωηιχη αρε ϖερψ
παραmετερ ριχη) mαργιναλ λικελιηοοδσ χαν βε σενσιτιϖε το πριορσ. Αχχορδινγλψ,
ωε πρεφερ το χοmπαρε mοδελσ υσινγ πρεδιχτιϖε χριτερια συχη ασ τηε πρεδιχτιϖε
λικελιηοοδ δισχυσσεδ ιν Σεχτιονσ 5.1 ανδ 5.2. Ασ δισχυσσεδ ιν Σεχτιον 5.2,
τηεσε χαν εασιλψ βε χαλχυλατεδ υσινγ σεθυεντιαλ ιmπορτανχε σαmπλινγ.

Ταβλε 1 πρεσεντσ πρεδιχτιϖε λικελιηοοδσ φορ α περιοδ οφ τωο ψεαρσ ατ τηε
ενδ οφ ουρ σαmπλε. Τηατ ισ, ωε υσε δατα τηρουγη περιοδ 2003Θ4 το χαλχυλατε
πρεδιχτιϖε διστριβυτιονσ φορ εαχη θυαρτερ τηρουγη 2005Θ4 ανδ τηεν εϖαλυατε
τηε πρεδιχτιϖε ατ τηε οβσερϖεδ ουτχοmε. Ιτ χαν βε σεεν τηατ, ιν τερmσ οφ
οϖεραλλ φορεχαστ περφορmανχε οϖερ τηεσε 8 οβσερϖατιονσ, ουρ mοδελ δοεσ συβ−
σταντιαλλψ ουτπερφορm τηε ονε βρεακ mοδελ ανδ (λεσσ συβσταντιαλλψ) τηε ΤςΠ
mοδελ.

Ταβλε 1: ϑοιντ Πρεδιχτιϖε Λικελιηοοδσ φορ 2004/2005

Ουρ Μοδελ ΤςΠ Ονε Βρεακ

ΓDΠ Γροωτη 9.77�10�7 6.06�10�7 4.93�10�7

Ιν�ατιον 3.69�10�6 3.31�10�6 1.75�10�6

Ταβλε 1 πρεσεντσ ρεσυλτσ ρελατινγ το ϕοιντ περφορmανχε οϖερ τωο ψεαρσ. Ιν
α ρεαλ τιmε φορεχαστινγ εξερχισε, ονε mιγητ αλσο βε ιντερεστεδ ιν φορεχαστινγ
περφορmανχε ονε θυαρτερ ατ α τιmε (ωηερε εαχη θυαρτερ νεω δατα ισ υσεδ
το υπδατε τηε πρεδιχτιϖε δενσιτψ). Το ιλλυστρατε ηοω τηισ χαν βε δονε, ωε
χαρρψ ουτ α πσευδο ρεαλ−τιmε φορεχαστινγ εξερχισε φορ 2004 ανδ 2005. Τηατ
ισ, βεγιννινγ ιν 2003Θ4 ωε χονστρυχτ τηε πρεδιχτιϖε διστριβυτιον φορ 2004Θ1,
τηεν υσε δατα τηρουγη 2004Θ1 το πρεδιχτ 2004Θ2, ετχ.. Α σιmπλε συmmαρψ
οφ φορεχαστινγ περφορmανχε ινϖολϖεσ σεεινγ ωηερε τηε αχτυαλ ουτχοmε λιεσ ιν
τηεσε ονε−περιοδ−αηεαδ πρεδιχτιϖε διστριβυτιονσ. Ιν παρτιχυλαρ, ωε χαν χαλχυ−
λατε ωηερε τηε αχτυαλ ουτχοmε λιεσ ιν τηε πρεδιχτιϖε χυmυλατιϖε διστριβυτιον
φυνχτιον. Ταβλε 2 πρεσεντσ τηισ ινφορmατιον φορ ουρ τηρεε mοδελσ ανδ τωο
δατα σεριεσ. Αν ινφορmαλ εξαmινατιον οφ Ταβλε 2 συγγεστσ αλλ τηρεε οφ ουρ
mοδελσ αρε πρεδιχτινγ ΓDΠ γροωτη φαιρλψ ωελλ. Νονε οφ τηε ουτχοmεσ αρε τοο
φαρ ουτ ιν τηε ταιλσ οφ τηε πρεδιχτιϖε διστριβυτιονσ. Τηισ ισ υνσυρπρισινγ σινχε
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2004−2005 ωερε ψεαρσ οφ σταβλε ΓDΠ γροωτη ωιτη λιττλε εϖιδενχε οφ στρυχτυραλ
χηανγε. Μορε φορmαλ mετριχσ οφ πρεδιχτιϖε περφορmανχε χαν βε δεϖελοπεδ βψ
νοτινγ τηατ, ιφ α mοδελ ισ χορρεχτ, τηεν προβαβιλιτιεσ συχη ασ τηοσε ιν Ταβλε
2 σηουλδ βε δραων φροm τηε Υνιφορm [0,1] διστριβυτιον [σεε, ε.γ., Dιεβολδ,
Γυντηερ ανδ Ταψ (1998)]. Υσινγ τηε νυmβερσ ιν Ταβλε 2, τηε στανδαρδ Χηι−
σθυαρεδ στατιστιχσ φορ τεστινγ φορ Υνιφορmιτψ [ε.γ., Wονναχοττ ανδ Wονναχοττ
(1990), παγεσ 550−551] αρε 9.5, 9.5 ανδ 12.0 φορ ουρ mοδελ, τηε ΤςΠ ανδ τηε
ονε βρεακ mοδελ, ρεσπεχτιϖελψ. Τηισ προϖιδεσ σοmε εϖιδενχε τηατ ουρ mοδελ
ανδ τηε ΤςΠ αρε φορεχαστινγ χοmπαραβλψ το ονε ανοτηερ ανδ τηε ονε βρεακ
mοδελ ισ δοινγ σλιγητλψ ωορσε. Νοτε τηατ τηε φρεθυεντιστ 0.05 χριτιχαλ ϖαλυε ισ
16.9 σο ωε χαννοτ ρεϕεχτ τηε ηψποτηεσισ οφ Υνιφορmιτψ φορ ανψ οφ ουρ mοδελσ.

Φορ ιν�ατιον (ωηιχη ωασ σοmεωηατ mορε ερρατιχ ιν τηε 2004−2005 περιοδ),
τηε Χηι−σθυαρεδ στατιστιχσ φορ τεστινγ Υνιφορmιτψ οφ τηε νυmβερσ ιν Ταβλε 2
αρε 12.0, 9.5 ανδ 17.0 φορ ουρ mοδελ, τηε ΤςΠ ανδ τηε ονε βρεακ mοδελ,
ρεσπεχτιϖελψ. Ηενχε, φορ ιν�ατιον ωε αρε �νδινγ τηε ΤςΠ mοδελ φορεχαστσ
σλιγητλψ βεττερ τηαν τηε οτηερ mοδελσ. Φυρτηερmορε, τηε φρεθυεντιστ ηψποτη−
εσισ τηατ τηε ονε−βρεακ mοδελ ισ χορρεχτ χαν βε ρεϕεχτεδ ατ τηε 5% λεϖελ οφ
σιγνι�χανχε.

Ταβλε 2: Πρεδιχτιϖε Προβαβιλιτψ οφ Βεινγ Λεσσ τηαν Αχτυαλ Ουτχοmε

ΓDΠ γροωτη Ιν�ατιον

Ουρ Μοδελ ΤςΠ Ονε Βρεακ Ουρ Μοδελ ΤςΠ Ονε Βρεακ

2004Θ1 0.581 0.579 0.485 0.966 0.967 0.942

2004Θ2 0.525 0.456 0.582 0.935 0.935 0.768

2004Θ3 0.601 0.636 0.635 0.125 0.096 0.035

2004Θ4 0.514 0.499 0.535 0.732 0.711 0.737

2005Θ1 0.628 0.649 0.663 0.852 0.830 0.781

2005Θ2 0.533 0.510 0.557 0.503 0.471 0.400

2005Θ3 0.726 0.732 0.733 0.840 0.822 0.760

2005Θ4 0.186 0.179 0.225 0.805 0.755 0.653

7 Χονχλυσιονσ

Ιν τηισ παπερ ωε ηαϖε δεϖελοπεδ α χηανγε−ποιντ mοδελ ωηιχη νεστσ α ωιδε
ρανγε οφ χοmmονλψ−υσεδ mοδελσ, ινχλυδινγ ΤςΠ mοδελσ ανδ τηοσε ωιτη α
σmαλλ νυmβερ οφ στρυχτυραλ βρεακσ. Ουρ mοδελ σατισ�εσ τηε σιξ χριτερια σετ
ουτ ιν τηε ιντροδυχτιον. Ιν παρτιχυλαρ, τηε mαξιmυm νυmβερ οφ ρεγιmεσ ιν
ουρ mοδελ ισ νοτ ρεστριχτεδ ανδ ιτ ηασ α �εξιβλε Ποισσον ηιεραρχηιχαλ πριορ
διστριβυτιον φορ τηε δυρατιονσ. Φυρτηερmορε, ωε αλλοω φορ ινφορmατιον (βοτη
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αβουτ δυρατιονσ ανδ χοε′χιεντσ) φροm πρεϖιουσ ρεγιmεσ το α¤εχτ τηε χυρρεντ
ρεγιmε. Τηε λαττερ φεατυρε ισ οφ παρτιχυλαρ ιmπορτανχε φορ φορεχαστινγ.

Βαψεσιαν mετηοδσ φορ ινφερενχε ανδ πρεδιχτιον αρε δεϖελοπεδ ανδ αππλιεδ
το ρεαλ ΓDΠ γροωτη ανδ ιν�ατιον σεριεσ. Wε χοmπαρε ουρ mετηοδσ το τωο
χοmmον mοδελσ: α σινγλε−βρεακ mοδελ ανδ α τιmε ϖαρψινγ παραmετερ mοδελ.
Wε �νδ ουρ mετηοδσ το ρελιαβλψ ρεχοϖερ κεψ δατα φεατυρεσ ωιτηουτ mακινγ
τηε ρεστριχτιϖε ασσυmπτιονσ υνδερλψινγ τηε οτηερ mοδελσ.
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Αππενδιξ Α: Α Μοδι�εδ ςερσιον οφ Χηιβ (1996)�σ

Αλγοριτηm

Βαψεσιαν ινφερενχε ιν τηε mοδελ οφ Χηιβ (1998) ισ βασεδ ον α Μαρκοϖ Χηαιν
Μοντε Χαρλο (ΜΧΜΧ) αλγοριτηm ωιτη δατα αυγmεντατιον. Ιφ� =

�
�01; : : : ; �

0

Μ

�
0

ανδ Π = (π1; : : : ; πΜ�1) ανδ ωε εξπανδ τηε δε�νιτιον οφ τηε στατε το ινχλυδε
τηε δυρατιον οφ α ρεγιmε ιν αδδιτιον το τηε νυmβερ οφ τηε ρεγιmε τηεν τηε
αλγοριτηm προχεεδσ βψ σεθυεντιαλλψ δραωινγ φροm

�; Π ϕΨΤ ; ΣΤ (Α.1)

ανδ

ΣΤ ϕΨΤ ;�; Π: (Α.2)

Σιmυλατιον φροm τηε λαττερ ισ δονε υσινγ α mετηοδ δεϖελοπεδ ιν Χηιβ (1996).
Τηισ ινϖολϖεσ νοτινγ τηατ:
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Dραωσ φροm στ χαν βε οβταινεδ υσινγ τηε φαχτ [σεε Χηιβ (1996)] τηατ

π
�
στϕΨΤ ; Σ

τ+1;�; Π
�
/ π (στϕΨτ;�; Π ) π (στ+1ϕστ; Π ) : (Α.4)

Σινχε π (στ+1ϕστ; Π ) ισ τηε τρανσιτιον προβαβιλιτψ ανδ τηε ιντεγρατινγ χονσταντ
χαν βε εασιλψ οβταινεδ (χονδιτιοναλ ον τηε ϖαλυε οφ στ+1, στ χαν τακε ον ονλψ
τωο ϖαλυεσ ιν τηισ χασε ανδ α �νιτε νυmβερ ιν τηε γενεραλ ονε), ωε νεεδ
ονλψ το ωορρψ αβουτ π (στϕΨτ;�; Π ). Χηιβ (1996) ρεχοmmενδσ τηε φολλοω−
ινγ ρεχυρσιϖε στρατεγψ. Γιϖεν κνοωλεδγε οφ π (στ�1 = mϕΨτ�1;�; Π ), ωε χαν
οβταιν:
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π (στ = κϕΨτ;�; Π ) =
π (στ = κϕΨτ�1;�; Π ) π (ψτϕΨτ�1;�κ)Πκ

m=κ�1 π (στ = mϕΨτ�1;�; Π ) π (ψτϕΨτ�1;�m)
; (Α.5)

υσινγ τηε φαχτ τηατ

π (στ = κϕΨτ�1;�; Π ) =

κΞ

m=κ�1

πmκπ (στ�1 = mϕΨτ�1;�; Π ) , (Α.6)

φορ κ = 1; ::;Μ . Τηε ρεχυρσιϖε αλγοριτηm ισ σταρτεδ ωιτη π (στϕΨ1;�; Π ).
Τηυσ, τηε αλγοριτηm προχεεδσ βψ χαλχυλατινγ (Α.4) φορ εϖερψ τιmε περιοδ

υσινγ (Α.5) ανδ (Α.6) βεγιννινγ ατ τ = 1 ανδ γοινγ φορωαρδ ιν τιmε. Ιτ ισ
ασσυmεδ τηατ τηε �ρστ περιοδ οφ τηε �ρστ ρεγιmε ισ τηε �ρστ περιοδ οφ τηε
σαmπλε. Τηεν τηε στατεσ τηεmσελϖεσ αρε δραων υσινγ (Α.3), βεγιννινγ ατ
περιοδ Τ ανδ γοινγ βαχκωαρδσ ιν τιmε. Οφ χουρσε, τηε δραω οφ σΤ ωιλλ βε οφ
α ρεγιmε νυmβερ ανδ α δυρατιον. Τηε δυρατιον ωιλλ λοχατε τηε τιmε ωηεν
τηε ρεγιmε σταρτεδ, τηυσ ιτ ιmmεδιατελψ ιδεντι�εσ τηε λαστ χηανγε−ποιντ ιν
σαmπλε. Τηισ ινφορmατιον ισ υσεδ το �νδ τηε αππροπριατε τιmε περιοδ ατ
ωηιχη το εϖαλυατε (Α.4) ωηιχη ωιλλ ινϖολϖε ονλψ τηε δραω οφ τηε δυρατιον
οφ τηε πενυλτιmατε ρεγιmε. Τηε δραω οφ τηε δυρατιον οφ τηε σεχονδ ρεγιmε
διρεχτλψ γιϖεσ τηε δυρατιον οφ τηε �ρστ ρεγιmε ανδ τηισ ισ τηε �ναλ ιτερατιον.

Ιτ ισ ωορτη mεντιονινγ τηατ ουρ mοδι�εδ σεθυενχε οφ τρανσιτιον φυνχτιονσ
χουλδ αλσο βε υσεδ ιν φρεθυεντιστ αππροαχηεσ το �νδ π (ΣΤ ϕΨΤ ;�; Π ). Φορ
εξαmπλε, τηε αππροαχη οφ Βαι ανδ Περρον (1998, 2003) χουλδ βε ιmπλεmεντεδ
ωιτη α δυρατιον διστριβυτιον τηατ ωασ Υνιφορm (συβϕεχτ το α ρεστριχτιον τηατ
α χερταιν mινιmυm νυmβερ οφ οβσερϖατιονσ οχχυρ ιν εαχη ρεγιmε). Τηε
παραmετερσ ιν � χουλδ βε εϖαλυατεδ ατ τηε γλοβαλ mινιmιζερ υσινγ τηειρ
φαστ δψναmιχ προγραmmινγ αλγοριτηm. Ασ ιν Κοοπ ανδ Ποττερ (2004) τηε
συππορτ οφ τηε Υνιφορm διστριβυτιον χουλδ βε σοmε mυλτιπλε οφ τηε χυρρεντ
σαmπλε σιζε αλλοωινγ φορ ουτ−οφ−σαmπλε βρεακσ. Ιν τηεσε χασεσ ονε χουλδ ειτηερ
ρεπεατ τηε δραωινγ οφ τηε στατεσ ασ ουτλινεδ αβοϖε φορ mανψ δι¤ερεντ ινιτιαλ
δραωσ οφ σΤ ορ ιmπλεmεντ τηε σmοοτηερ [σεε Ηαmιλτον (1994)]. Οβϖιουσλψ
τηε στοραγε ανδ προγραmmινγ ρεθυιρεmεντσ οφ τηε σmοοτηερ αρε θυιτε ηιγη σο
ιν πραχτιχε τηε εασιεστ αππροαχη ωουλδ βε το υσε mυλτιπλε δραωσ το εστιmατε
π (ΣΤ ϕΨΤ ;�; Π ) :

Ασ δισχυσσεδ ιν φοοτνοτε 15, Γορδιανο ανδ Κοην (2006) νοτε τηατ ιν
σοmε χασεσ ιτ mιγητ βε πρεφεραβλε το υσε α δι¤ερεντ αππροαχη το σαmπλινγ
τηε χηανγε−ποιντσ. Τηειρ αππροαχη χονδιτιονσ ον αλλ δραωσ οφ τηε ρεγιmεσ
εξχεπτ 1, το υπδατε τηε ρεγιmε χλασσι�χατιον ονε στατε ατ α τιmε ανδ υσεσ αν
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αδαπτιϖε σαmπλινγ σχηεmε. Ιν χοντραστ, ωε υπδατε τηε ρεγιmε χλασσι�χατιον
ωιτηουτ χονσιδερινγ πρεϖιουσ δραωσ οφ τηε στατεσ. Τηεψ γιϖε αν εξαmπλε
ωηερε τηε Ποισσον ιντενσιτψ δε�νινγ ρεγιmε δυρατιον ισ τηε σαmε αχροσσ
ρεγιmεσ ανδ τηε προπερτιεσ οφ τηε Ποισσον διστριβυτιον χαν βε υσεδ διρεχτλψ
ρατηερ τηαν φορmινγ α Μαρκοϖ χηαιν. Ιν ουρ χασε, ωιτη τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ,
τηειρ mετηοδ χουλδ βε υσεδ βψ εϖαλυατινγ τηε (mαργιναλ) πριορ διστριβυτιον
ον τηε δυρατιον. Τηισ ισ οβταινεδ βψ ιντεγρατινγ ουτ �� φροm
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δm + ��(m)� 2
��(m)� 1

�Ζ 1

0
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1

εξπ(��
2

π

1� π
)δπ:

Ιν σοmε χασεσ ιτ mιγητ βε χοmπυτατιοναλλψ mορε ε′χιεντ το νυmεριχαλλψ
εϖαλυατε τηισ ιντεγραλ ανδ υσε τηε αππροαχη οφ Γιορδιανο ανδ Κοην.

Αππενδιξ Β: ΜΧΜΧ Αλγοριτηm

Τηε ποστεριορ χονδιτιοναλσ υσεδ ιν ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm αρε δεσχριβεδ ιν
Σεχτιον 5. Φυρτηερ δεταιλσ αρε προϖιδεδ ιν τηισ Αππενδιξ. Τηε στατεσ αρε
δραων φροm π (ΣΤ ϕΨΤ ;�; �) υσινγ α mοδι�χατιον οφ τηε αλγοριτηm οφ Χηιβ
(1996) ασ δεσχριβεδ ιν Αππενδιξ Α.

π (�ϕΨΤ ; ΣΤ ; �; ς; �; ��) χαν βε δραων φροm υσινγ mετηοδσ οφ ποστεριορ
σιmυλατιον φορ στατε σπαχε mοδελσ ωιτη στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ δραωινγ υσινγ
στανδαρδ αλγοριτηmσ φορ στατε σπαχε mοδελσ [ε.γ. Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ
(1998), Χαρτερ ανδ Κοην (1994), Dεϑονγ ανδ Σηεπηαρδ (1995) ορ Dυρβιν
ανδ Κοοπmαν (2002)]. Τηεσε αλγοριτηmσ χαν βε υσεδ φορ ουρ χηανγε−ποιντ
mοδελσ ωιτη σιmπλε mοδι�χατιονσ. Το �ξ ιδεασ χονσιδερ τηε σιmπλεστ χασε
ωηερε Ξτ χονταινσ ονλψ αν ιντερχεπτ. Τηεν

1

δm

Ξ

στ=m

Ψστ = Ψ m = �m + ∀m;
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ωιτη ∀m � Ν(0; εξπ(�m)=δm): Τηε δραω οφ τηε �m (χονδιτιοναλ ον �) χουλδ
τηεν προχεεδ υσινγ τηε αναλψστ�σ φαϖοριτε αλγοριτηm ιν τηε τιmε σχαλε γιϖεν
βψ τηε χηανγε ποιντσ. Φορ �m (χονδιτιοναλ ον �m) ονε χαν αππλψ α στο−
χηαστιχ ϖολατιλιτψ αλγοριτηm [ε.γ. Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ (1998)] υσινγ τηε
mεασυρεmεντ εθυατιον:

Ξ

στ=m

(Ψστ � �m)
2 = εξπ(�m)∀m;

ωηερε ∀m � Ν(0; δm) ιν τηε τιmε σχαλε γιϖεν βψ τηε χηανγε−ποιντσ. Σινχε,
mοστ αλγοριτηmσ αναλψζε τηε στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ χονδιτιοναλ ον δραωσ φορ
τηε �m, τηε εξτενσιον το τηε χασε ωηερε Ξτ χονταινσ mορε τηαν ϕυστ αν
ιντερχεπτ ισ ιmmεδιατε. Wε τακε δραωσ οφ �m ωιτη α ονε−στεπ σαmπλερ υσινγ
αν αχχεπτανχε/ρεϕεχτιον αππροαχη φροm Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ (1998).

Ιν τηε χασε ωηερε Ξτ χονταινσ mορε τηαν ϕυστ αν ιντερχεπτ ωε προχεεδ βψ
�ρστ φορmινγ τηε πρεδιχτιϖε διστριβυτιον φορ �m υσινγ τηε τρανσιτιον εθυατιον:

�στ =

�
�m ιφ στ = στ�1 = m

�m + Υm+1 ιφ στ = m+ 1; στ�1 = m
;

ανδ τηεν υσε τηε Καλmαν �λτερ το δεριϖε:

π(�στ ϕΨτ; ΣΤ ) φορ τ 2 φστ+1 6= στγ:

Wε τηεν δραω �Μ φροm π(�σΤ ϕΨΤ ; ΣΤ ) ανδ προχεεδ βαχκ τηρουγη Μ �
1; : : : ; 1. Wε υσε τηε Χαρτερ ανδ Κοην (1994) σαmπλερ, mοδι�εδ φορ τηε
τιmε σχαλε γιϖεν βψ τηε χηανγε−ποιντσ. Φορ ουτ−οφ−σαmπλε ρεγιmεσ ωε υσε τηε
τρανσιτιον εθυατιον ανδ ϖαλυεσ οφ ς ανδ � το γενερατε δραωσ σταρτινγ φροm
τηε ϖαλυε οφ �Μ :

Τηε Ποισσον ιντενσιτιεσ αρε δραων φροm π (�mϕΨΤ ; ΣΤ ;�; ς; �; ��) φορm =
1; ::;Μ . Τηεσε ποστεριορ χονδιτιοναλσ αρε:

�mϕΨΤ ; ΣΤς; �; �� � Γ
�
�m; �m

�

ωηερε

�m = �� + δm

�m =
�
��1� + 1

��1

Νοτε, ηοωεϖερ, τηατ φορ τηε λαστ ιν−σαmπλε ρεγιmε δm ισ νοτ οβσερϖεδ. Συπ−
ποσε τηε ονγοινγ ρεγιmε ηασ λαστεδ Dm περιοδσ βψ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε.
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Τηεν τηε χονδιτιοναλ ποστεριορ ισ προπορτιοναλ το

εξπ(��m=�m)�
�m�1
m

1Ξ

ψ=Dm�1

εξπ(��m)�
ψ
m

ψ!

= εξπ(��m(1 + 1=�m))�
�m�1
m

1Ξ

ψ=Dm�1

�ψm
ψ!

� εξπ(��m(1 + 1=�m))�
�m�1
m εξπ(�m)

= εξπ(��m=�m)�
�m�1
m :

Τηυσ, α σιmπλε αχχεπτ/ρεϕεχτ στεπ ισ αϖαιλαβλε το δραω �m φορ τηε ρεγιmε
ωιτη ον−γοινγ δυρατιον. Φορ λαργε ϖαλυεσ οφ Dm ρελατιϖε το τηε ϖαλυεσ οφ �m
ιmπλιεδ βψ τηε Γαmmα διστριβυτιον βασεδ ον �m; �

�1
m τηε ρεϕεχτιον ρατε ωιλλ

βε ηιγη. Τηισ σηουλδ νοτ ηαππεν το φρεθυεντλψ, βυτ ιφ ιτ δοεσ τηισ στεπ χαν
βε χονϖερτεδ ιντο α Μετροπολισ−Ηαστινγσ ονε.

Wε νεξτ τυρν το τηε ποστεριορ χονδιτιοναλσ π
�
ς �1ϕΨΤ ; ΣΤ ;�; �; �; ��

�

ανδ π
�
��1ϕΨΤ ; ΣΤ ;�; �; ς; ��

�
. Τηεσε αρε:

ς �1ϕΨΤ ; ΣΤ ;�; �; � �W
�
ς ς ; �ς

�
;

ωηερε

ς ς =

∀
ς ς +

ΜΞ

m=1

�
�m � �m�1

� �
�m � �m�1

�
0

#�1

ανδ

�ς = �ς +Μ:

Φυρτηερmορε,

��1ϕΨΤ ; ΣΤ ;�; � � Γ
�
��; ��

�

ωηερε

�� = �� +
Μ

2
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1
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ΠΜ
m=1 (�m � �m�1)

2
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Φιναλλψ, ωε ηαϖε

��1� ϕΨΤ ; ΣΤ ;�; �; ς; � � Γ
�
��; �

�1
�

�

ωηερε

�� =Μ�� + �1

ανδ

�� =

ΜΞ

m=1

�m +
1

�
2

Αππενδιξ Χ: Προπερτιεσ οφ τηε Πριορ

Ιν τηε βοδψ οφ τηε τεξτ, ωε δεϖελοπεδ σοmε τηεορετιχαλ προπερτιεσ οφ τηε
πριορ. Ηοωεϖερ, γιϖεν ιτσ χοmπλεξιτψ, ιτ ισ αλσο ινστρυχτιϖε το εξαmινε ιτσ ιm−
πλιχατιονσ υσινγ πριορ σιmυλατιον. Αχχορδινγλψ, ιν τηισ αππενδιξ, ωε ιλλυστρατε
σοmε κεψ προπερτιεσ οφ ουρ πριορ φορ τηε ηψπερπαραmετερ ϖαλυεσ υσεδ ιν τηε
εmπιριχαλ ωορκ. Wε υσε ινφορmατιϖε πριορσ. Φορ ηιγηλψ παραmετεριζεδ mοδ−
ελσ συχη ασ τηισ, πριορ ινφορmατιον χαν βε ιmπορταντ. Ινδεεδ, ρεσυλτσ φροm
τηε Βαψεσιαν στατε σπαχε λιτερατυρε σηοω ηοω ιmπροπερ ποστεριορσ χαν ρεσυλτ
ωιτη ιmπροπερ πριορσ [σεε, ε.γ. Κοοπ ανδ Ποιριερ (2004) ορ Φερνανδεζ, Λεψ
ανδ Στεελ (1997) φορ mορε γενεραλ ρεσυλτσ]. Ονε στρατεγψ χοmmονλψ−πυρσυεδ
ιν τηε ρελατεδ λιτερατυρε [σεε, ε.γ., Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2001, 2005)] ισ το
ρεστριχτ χοε′χιεντσ το λιε ιν βουνδεδ ιντερϖαλσ συχη (ε.γ. τηε στατιοναρψ ιν−
τερϖαλ). Τηισ ισ ποσσιβλε ωιτη ουρ αππροαχη. Ηοωεϖερ, τηισ χαυσεσ συβσταντιαλ
χοmπυτατιοναλ χοmπλεξιτιεσ (ωηιχη αρε οφ παρτιχυλαρ ρελεϖανχε ιν ουρ mοδελ
ωηερε mανψ ρεγιmεσ χαν οχχυρ ουτ−οφ−σαmπλε ανδ ρε�εχτ ρελατιϖελψ λιττλε δατα
ινφορmατιον). Τραινινγ σαmπλε πριορσ χαν βε υσεδ βψ τηε ρεσεαρχηερ ωισηινγ
το αϖοιδ συβϕεχτιϖε πριορ ελιχιτατιον.

Ιν τηισ παπερ, ωε χηοοσε πριορ ηψπερπαραmετερ ϖαλυεσ ωηιχη ατταχη απ−
πρεχιαβλε πριορ προβαβιλιτψ το α ωιδε ρανγε οφ ρεασοναβλε παραmετερ ϖαλυεσ.
Το αιδ ιν ιντερπρετατιον, νοτε τηατ ουρ δατα ισ mεασυρεδ ασ α περχενταγε ανδ,
ηενχε, χηανγεσ ιν �m ιν τηε ιντερϖαλ [�0:5; 0:5] αρε τηε λιmιτ οφ πλαυσιβιλιτψ.
Φορ ΑΡ χοε′χιεντσ, τηε ρανγε οφ πλαυσιβλε ιντερϖαλσ ισ λικελψ σοmεωηατ ναρ−
ροωερ τηαν τηισ. Wιτη ρεγαρδσ το τηε δυρατιονσ, ωε ωαντ το αλλοω φορ ϖερψ
σηορτ ρεγιmεσ (το αππροαχη τηε ΤςΠ mοδελ) ασ ωελλ ασ mυχη λονγερ ρεγιmεσ
(το αππροαχη α mοδελ ωιτη φεω βρεακσ). Wε χηοοσε ϖαλυεσ οφ τηε πριορ ηψ−
περπαραmετερσ, ��; �1; �2; ��; ��; ς ς ανδ �ς ωηιχη εξηιβιτ συχη προπερτιεσ.
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Φιγυρε Χ πλοτσ τηε πριορ φορ κεψ φεατυρεσ ασσυmινγ �� = 12; �1 = ��; �2 =
��; �� = 1:0; �� = 0:02; ς ς = 0:1ΙΚ ανδ �ς = 3Κ. Νοτε τηατ, βψ χονστρυχ−

τιον, τηε πριορσ φορ αλλ ουρ χονδιτιοναλ mεαν χοε′χιεντσ αρε τηε σαmε σο ωε
ονλψ πλοτ τηε πριορ φορ τηε ΑΡ(1) χοε′χιεντ. Φιγυρε Χ1 πλοτσ τηε πριορ οϖερ
δυρατιονσ ανδ ιτ χαν βε σεεν τηατ τηε πριορ ωειγητ ισ σπρεαδ οϖερ α ωιδε
ρανγε, φροm δυρατιονσ οφ 1 τηρουγη mορε τηαν 50 ρεχειϖινγ αππρεχιαβλε πριορ
ωειγητ. Φιγυρεσ Χ2 ανδ Χ3 πλοτ πριορ στανδαρδ δεϖιατιονσ φορ τηε στατε εθυα−
τιον ιννοϖατιονσ (σεε 4.2). Ιτ χαν βε σεεν τηατ τηεσε αρε δι¤υσε ενουγη το
αχχοmmοδατε ανψτηινγ φροm τηε ϖερψ σmαλλ σηιφτσ χονσιστεντ ωιτη α ΤςΠ
mοδελ τηρουγη mυχη βιγγερ σηιφτσ οφ α σmαλλ βρεακ mοδελ.

Φορ τηε ΤςΠ mοδελ, ωε mακε τηε σαmε πριορ ηψπερπαραmετερ χηοιχεσ
(ωηερε αππλιχαβλε). Τηε πριορ φορ τηε ονε βρεακ mοδελ ηασ αλρεαδψ βεεν
δεσχριβεδ ιν τηε τεξτ.
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