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Αβστραχτ

Τηισ παπερ δισχυσσεσ Βαψεσιαν ινφερενχε ιν χηανγε−ποιντ mοδελσ.
Τηε mαιν εξιστινγ αππροαχηεσ ειτηερ αττεmπτ το βε νονινφορmατιϖε βψ
υσινγ α Υνιφορm πριορ οϖερ χηανγε−ποιντσ ορ υσε αν ινφορmατιϖε ηι−
εραρχηιχαλ πριορ. Βοτη τηεσε αππροαχηεσ ασσυmε α κνοων νυmβερ οφ
χηανγε−ποιντσ. Wε σηοω ηοω τηεψ ηαϖε σοmε ποτεντιαλλψ υνδεσιραβλε
προπερτιεσ ανδ δισχυσσ ηοω τηεσε προπερτιεσ ρελατε το τηε ιmποσιτιον
οφ α �ξεδ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ. Wε δεϖελοπ α νεω Υνιφορm πριορ
ωηιχη αλλοωσ σοmε οφ τηε χηανγε−ποιντσ το οχχυρ ουτ−οφ σαmπλε. Τηισ
πριορ ηασ δεσιραβλε προπερτιεσ, χαν ρεασοναβλψ βε ιντερπρετεδ ασ �νον−
ινφορmατιϖε� ανδ ηανδλεσ τηε χασε ωηερε τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ

�Wε ωουλδ λικε το τηανκ Εδωαρδ Λεαmερ φορ υσεφυλ χονϖερσατιονσ ανδ αλσο σεmιναρ
παρτιχιπαντσ ατ τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε Βανκ οφ Στ. Λουισ ανδ Υνιϖερσιτψ οφ Κανσασ. Τηε
ϖιεωσ εξπρεσσεδ ιν τηισ παπερ αρε τηοσε οφ τηε αυτηορσ ανδ δο νοτ νεχεσσαριλψ ρε�εχτ τηε
ϖιεωσ οφ τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε Βανκ οφ Νεω Ψορκ ορ τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε Σψστεm.
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ισ υνκνοων. Wε σηοω ηοω τηε γενεραλ ιδεασ οφ ουρ αππροαχη χαν βε εξ−
τενδεδ το ινφορmατιϖε ηιεραρχηιχαλ πριορσ. Wιτη αρτι�χιαλ δατα ανδ τωο
εmπιριχαλ ιλλυστρατιονσ, ωε σηοω ηοω τηεσε δι¤ερεντ πριορσ χαν ηαϖε α
συβσταντιαλ ιmπαχτ ον εστιmατιον ανδ πρεδιχτιον εϖεν ωιτη mοδερατελψ
λαργε δατα σετσ.

1 Ιντροδυχτιον

Χηανγε−ποιντ mοδελινγ ηασ βεχοmε ποπυλαρ δυε το αν ινχρεασινγ αωαρενεσσ οφ
τηε ιmπορτανχε οφ τηισ ισσυε φορ εmπιριχαλ πραχτιχε.1 Φορ ινστανχε, παπερσ συχη
ασ Ανγ ανδ Βεκαερτ (2002) ανδ Στοχκ ανδ Wατσον (1996) ηαϖε δοχυmεντεδ
τηε ωιδεσπρεαδ στρυχτυραλ ινσταβιλιτψ ιν mανψ mαχροεχονοmιχ ανδ �νανχιαλ
τιmε σεριεσ. Τηε ιmπορτανχε οφ τηισ φορ εmπιριχαλ �νανχε ανδ mαχροεχονοmιχσ
χαννοτ βε οϖερστατεδ. Εmπιριχαλ ωορκ ωηιχη ιγνορεσ τηισ ινσταβιλιτψ χαν mισσ
ιmπορταντ παττερνσ ιν τηε δατα ανδ χαν ρεσυλτ ιν mισλεαδινγ πολιχψ αδϖιχε. Ασ
ονε εξαmπλε (αmονγ mανψ), τηερε ηασ ρεχεντλψ βεεν ιντερεστ ιν τηε ϖολατιλιτψ
οφ ΥΣ ρεαλ αχτιϖιτψ ωηιχη αππεαρσ το ηαϖε βεεν γρεατλψ ρεδυχεδ ιν τηε λαστ
φεω δεχαδεσ. Τηισ �νδινγ ισ σοmετιmεσ ρεφερρεδ το ασ τηε Γρεατ Μοδερατιον
οφ τηε βυσινεσσ χψχλε. Φορ ινστανχε, Κιm, Νελσον ανδ Πιγερ (2004) ινϖεστιγατε
βρεακσ ιν τηε ϖολατιλιτψ οφ ϖαριουσ mεασυρεσ οφ αγγρεγατε αχτιϖιτψ. Φορ mοστ οφ
τηε mεασυρεσ τηεψ χονσιδερ, τηεψ �νδ στρονγ εϖιδενχε οφ αν αβρυπτ βρεακ ιν
τηε εαρλψ 1980σ. Στοχκ ανδ Wατσον (2002) �νδ σιmιλαρ εϖιδενχε φορ α χηανγε
ιν ϖολατιλιτψ, βυτ �νδ τηε δεχλινε το ηαϖε βεεν mορε γραδυαλ. Εmπιριχαλ
ρεσεαρχη ωηιχη ιγνορεσ τηισ χηανγε ιν ϖολατιλιτψ ρισκσ, ε.γ., συβσταντιαλλψ οϖερ−
εστιmατινγ τηε υνχερταιντψ ιν ΓDΠ γροωτη φορεχαστσ.
Wε σηουλδ δε�νε φροm τηε βεγιννινγ ωηατ χηανγε−ποιντ mοδελσ αρε δισ−

χυσσεδ ιν τηισ παπερ. Wε χονσιδερ ονεσ ωηερε τηε παραmετερσ οφ τηε λικελιηοοδ
φυνχτιον χηανγε ατ δισχρετε ποιντσ ιν τιmε, � 1; ::; �Μ�1 ανδ, τηυσ, τηερε τηε
δατα ισ διϖιδεδ ιντο Μ ρεγιmεσ. Σο, φορ ινστανχε, ιφ τηε λικελιηοοδ φυνχτιον ισ
οβταινεδ φροm α ρεγρεσσιον mοδελ υσινγ δατα ον α δεπενδεντ ϖαριαβλε ψτ ανδ
εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ (ιν τηε ϖεχτορ ξτ), ωε ηαϖε

1Ιν εχονοmιχσ, τηε τερmινολογψ �στρυχτυραλ βρεακ� mοδελινγ ισ οφτεν υσεδ. Wε πρεφερ
το υσε τηε χονχεπτ οφ α χηανγε−ποιντ βεχαυσε τηε τερm �στρυχτυραλ βρεακ� συγγεστσ σοmε
υνδερλψινγ στρυχτυρε ηασ χηανγεδ. Τηερε αρε mανψ χασεσ ιν εχονοmιχσ ωηερε ρεδυχεδ φορm
ρελατιονσηιπσ χαν χηανγε ωιτη τηε υνδερλψινγ στρυχτυρε ρεmαινινγ χονσταντ.
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ψτ = ξ
0

τ�1 + �1∀τ ιφ τ � � 1
ψτ = ξ

0

τ�2 +�2∀τ ιφ � 1 + 1 � τ � � 2
.
.
ψτ = ξ

0

τ�Μ +�Μ∀τ ιφ τ � �Μ�1

(1.1)

ωηερε ∀τ ισ ι.ι.δ. στανδαρδ Νορmαλ. Εθυατιον 1.1 δε�νεσ α λικελιηοοδ φυνχτιον
φορ τηε mοδελ (αλτηουγη τηε mετηοδσ δισχυσσεδ ιν τηισ παπερ χαν βε υσεδ
ωιτη ανψ λικελιηοοδ φυνχτιον). Ηοωεϖερ, Βαψεσιαν ινφερενχε ρεθυιρεσ α πριορ
ανδ τηισ ισ ωηατ τηε πρεσεντ παπερ ισ αβουτ.
Ασ α διγρεσσιον, ωε στρεσσ τηατ, ιν τηισ παπερ, ωε αρε φοχυσσινγ ον πριορ

ελιχιτατιον ωιτη ρεγαρδσ το τηε χηανγε−ποιντσ, � 1; ::; �Μ�1 ανδ νοτ τηε παραmε−
τερσ ωηιχη χηαραχτεριζε τηε λικελιηοοδ φυνχτιον ωιτηιν α ρεγιmε (ε.γ. �1; ::; �Μ
ανδ �1; ::; �Μ). Τηισ ισ νοτ βεχαυσε ωε τηινκ πριορ ελιχιτατιον φορ τηε λαττερ
παραmετερσ ισ υνιmπορταντ, βυτ mερελψ το φοχυσ τηε δισχυσσιον ον τηε χηανγε−
ποιντ ισσυε. Ινδεεδ, ιν Κοοπ ανδ Ποττερ (2007), ωε ηαϖε στρεσσεδ ηοω πριορσ
λινκινγ χοε′χιεντσ αχροσσ ρεγιmεσ χαν βε ϖερψ υσεφυλ ωηεν φορεχαστινγ (σεε
αλσο Παστορ ανδ Σταmβαυγη, 2001, ανδ Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερ−
mαν, 2007).2 Χλασσιχαλ αναλψσεσ οφ χηανγε−ποιντ mοδελσ αλmοστ ινϖαριαβλψ
ασσυmε τηατ, αφτερ α βρεακ οχχυρσ, ανψτηινγ χαν ηαππεν (ε.γ. �2 ανδ �1 χαν
ποτεντιαλλψ βε χοmπλετελψ δι¤ερεντ) ανδ τηε πρεσεντ παπερ mακεσ α σιmιλαρ
ασσυmπτιον. Ηοωεϖερ, ωε στρεσσ τηατ τηε βασιχ ινσιγητσ οφ τηε πρεσεντ παπερ
ωουλδ στιλλ ηολδ ιφ ωε υσεδ mορε σοπηιστιχατεδ πριορσ ωηιχη λινκ παραmετερσ
ιν δι¤ερεντ ρεγιmεσ ιν σοmε φασηιον.
Ουρ σταρτινγ ποιντ, ιν τηε νεξτ σεχτιον οφ τηισ παπερ, ωιλλ βε α πριορ ωηιχη

ισ Υνιφορm οϖερ τηε σετ οφ αλλ ποσσιβλε χηανγε−ποιντσ. Φορ τηε Βαψεσιαν, Υνι−
φορm πριορσ αρε οφτεν υσεδ το βε νονινφορmατιϖε; το εξπρεσσ α λαχκ οφ πριορ
ινφορmατιον. Τηισ χαν βε τηουγητ οφ ασ τηε Βαψεσιαν αναλογυε οφ ωηατ τηε
χλασσιχαλ εχονοmετριχ λιτερατυρε δοεσ. Τηατ ισ, α πριορι εϖερψ χηανγε−ποιντ ισ
τρεατεδ ασ βεινγ εθυαλλψ λικελψ. Ιν τηε χασε οφ α σινγλε χηανγε−ποιντ, τηε δε�−
νιτιον οφ α Υνιφορm πριορ ισ ρελατιϖελψ νον−χοντροϖερσιαλ. Βυτ ωιτη mορε τηαν
ονε χηανγε−ποιντ ωε σηοω ηοω αν αππαρεντλψ σενσιβλε �νονινφορmατιϖε� πριορ
χαν βε ϖερψ ινφορmατιϖε ινδεεδ ιν α ποτεντιαλλψ υνδεσιραβλε mαννερ. Wε υσε
τηισ ινσιγητ το δεϖελοπ α νεω πριορ ωηιχη χαν βε mορε σενσιβλψ ιντερπρετεδ ασ

2Φυρτηερmορε, τιmε ϖαρψινγ παραmετερ (ΤςΠ) mοδελσ αρε αλσο α ποπυλαρ χηοιχε ωηεν
φαχεδ ωιτη στρυχτυραλ ινσταβιλιτψ ανδ τηεψ ινϖολϖε χλοσε λινκσ αχροσσ ρεγιmεσ τηρουγη στατε
εθυατιονσ (ε.γ. �

τ
= �

τ�1
+ υτ).
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�νονινφορmατιϖε�. Ηοωεϖερ, α προπερτψ οφ τηισ νεω πριορ ισ τηατ ιτ αλλοωσ φορ
χηανγε−ποιντσ το οχχυρ ουτ−οφ−σαmπλε. Wε σηοω ηοω τηισ αππαρεντλψ υνυσυαλ
προπερτψ ισ αχτυαλλψ α ϖερψ δεσιραβλε ονε σινχε ιτ αλλοωσ υσ το τρεατ τηε νυmβερ
οφ χηανγε−ποιντσ ιν−σαmπλε ασ υνκνοων (ανδ, τηυσ, εστιmατε ιτ).
Ιν χοντραστ το τηε χλασσιχαλ λιτερατυρε, τηε εξιστινγ Βαψεσιαν λιτερατυρε

οφτεν υσεσ ινφορmατιϖε ηιεραρχηιχαλ πριορσ φορ τηε χηανγε−ποιντσ. Περηαπσ τηε
mοστ ποπυλαρ Βαψεσιαν αππροαχη ισ τηατ οφ Χηιβ (1998). Ιν τηε τηιρδ σεχτιον
οφ τηισ παπερ, ωε δεϖελοπ τηε ινσιγητ οφ Χηιβ (1998) ον τηε ρελατιονσηιπ
βετωεεν χηανγε−ποιντ mοδελσ ανδ ηιδδεν Μαρκοϖ χηαινσ ωιτη α παρτιχυλαρ
φοχυσ ον τηε ρολε οφ πριορ ινφορmατιον. Ιν παρτιχυλαρ, ωε σηοω τηατ α πριορ
ωηιχη ιmποσεσ α σπεχι�εδ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ αλσο λεαδσ το ποτεντιαλλψ
υνδεσιραβλε βεηαϖιορ ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε. Wε δισχυσσ ηοω συχη βεηαϖιορ
χαν βε αϖοιδεδ ωιτη αν εξτενσιον οφ ουρ νεω πριορ.
Τηισ δισχυσσιον οφ πριορ ελιχιτατιον mαψ σουνδ αβστραχτ ανδ οφ λιττλε πραχτι−

χαλ ιmπορτανχε φορ τηε χλασσιχαλ εχονοmετριχιαν ανδ πραχτιχαλ Βαψεσιαν αλικε.
Τηε φορmερ mαψ φεελ πριορ ελιχιτατιον ισσυεσ αρε νοτ ρελεϖαντ φορ χλασσιχαλ
εχονοmετριχσ. Ηοωεϖερ, τηε ισσυεσ ωηιχη ωε δισχυσσ (ε.γ. τηε ιmποσιτιον οφ
α �ξεδ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ) ηαϖε τηειρ παραλλελσ ιν χλασσιχαλ εχονοmετ−
ριχσ. Φυρτηερmορε, mανψ οφ ουρ �πριορ ελιχιτατιον� ισσυεσ χαν βε τηουγητ οφ
mορε γενεραλλψ ασ mοδελινγ ισσυεσ. Φορ ινστανχε, τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ οφ
Χηιβ (1998) ωουλδ βε τηουγητ οφ ασ παρτ οφ τηε λικελιηοοδ φυνχτιον βψ τηε
χλασσιχαλ εχονοmετριχιαν. Τηε ποστεριορ σιmυλατιον αλγοριτηm οφ Χηιβ (1998)
χουλδ (ωιτη mινορ αδαπτατιονσ) βε υσεδ το χαρρψ ουτ mαξιmυm λικελιηοοδ
εστιmατιον. Τηυσ, τηε ισσυεσ ωε δισχυσσ αρε οφ ρελεϖανχε φορ τηε χλασσιχαλ
εχονοmετριχιαν.
Τηε πραχτιχαλ Βαψεσιαν mαψ φεελ τηατ mινορ χηανγεσ ιν τηε πριορ αρε υνιm−

πορταντ ιφ ονε ηασ α mοδερατελψ λαργε δατα σετσ. Α κεψ ποιντ οφ τηισ παπερ
ισ το σηοω τηατ τηεσε αρε νοτ mινορ χηανγεσ, βυτ ονεσ τηατ χαν ηαϖε συβ−
σταντιϖε ε¤εχτσ ον ποστεριορ ανδ πρεδιχτιϖε ινφερενχε, εϖεν ωιτη σαmπλε σιζεσ
οφ ρελεϖανχε ιν mαχροεχονοmιχσ. Wε mακε τηισ ποιντ βψ υσινγ αρτι�χιαλ δατα
σετσ ανδ βψ προϖιδινγ τωο εmπιριχαλ ιλλυστρατιονσ. Τηε �ρστ οφ τηεσε υσεσ ΥΣ
ρεαλ ΓDΠ γροωτη δατα φροm 1947Θ2 τηρουγη 2006Θ4 το ινϖεστιγατε τηε Γρεατ
Μοδερατιον οφ τηε βυσινεσσ χψχλε. Τηε σεχονδ υσεσ τηε χοαλ mινινγ δισαστερ
δατα αναλψζεδ ιν Χηιβ (1998).
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2 Υνιφορm Πριορσ φορ Χηανγε−ποιντσ

2.1 Τηεορετιχαλ Χονσιδερατιονσ

Τηε χλασσιχαλ εχονοmετριχ λιτερατυρε ον χηανγε−ποιντσ (σεε, αmονγ mανψ οτη−
ερσ, Βαι ανδ Περρον, 1998) τψπιχαλλψ γιϖεσ εθυαλ ωειγητ, βεφορε σεεινγ τηε
δατα, το εϖερψ ποσσιβλε χηανγε−ποιντ (απαρτ, περηαπσ φροm α �πριορ� ρεστριχ−
τιον τηατ εαχη ρεγιmε mυστ χονταιν Ξ% οφ τηε οβσερϖατιονσ). Τηε Βαψεσιαν
ωισηινγ το προχεεδ ιν α χοmπαραβλψ �νονινφορmατιϖε� mαννερ ωουλδ τυρν το
τηε χλασσ οφ δισχρετε Υνιφορm διστριβυτιονσ φορ πριορ ελιχιτατιον. Ιν τηε χασε
ωηερε τηερε ισ α σινγλε χηανγε−ποιντ, � 1, συχη αν αππροαχη ισ στραιγητφορωαρδ.
Σιmπλψ σεττινγ:

π (� 1) =
1

Τ � 1
φορ � 1 = 1; ::; Τ � 1 (2.1)

ψιελδσ αν υναmβιγυουσλψ ��ατ� πριορ ανδ ιmποσεσ εξαχτλψ τωο ρεγιmεσ ιν τηε
σαmπλε (Μ = 2).
Ηοωεϖερ, συχη α πριορ δοεσ νοτ γενεραλιζε ωελλ το mορε τηαν ονε χηανγε−

ποιντ. Wε ιλλυστρατε τηισ ιν τηε χασε ωιτη τωο χηανγε−ποιντσ, � 1 ανδ � 2. Τηε
αππαρεντλψ σενσιβλε εξτενσιον οφ (2.1) ωουλδ ωριτε τηε πριορ ασ π (� 1; � 2) =
π (� 1) π (� 2ϕ� 1) ωηερε

π (� 1) =
1

Τ � 2
φορ � 1 = 1; ::; Τ � 2 (2.2)

π (� 2ϕ� 1) =
1

Τ � � 1 � 1
φορ � 2 = � 1 + 1; ::; Τ � 1: (2.3)

Τηισ πριορ δοεσ ιmποσε εξαχτλψ τωο ρεγιmε χηανγεσ ιν σαmπλε ανδ τηε πριορ
φορ � 2ϕ� 1 αππεαρσ νονινφορmατιϖε οϖερ αλλ ϖαλυεσ οφ � 2 αφτερ τηε �ρστ χηανγε−
ποιντ. Ηοωεϖερ, ιτ χαν βε ϖερι�εδ τηατ, ιφ ωε ιντεγρατε ουτ � 1, τηε mαργιναλ
πριορ φορ � 2 ισ ϖερψ νον−Υνιφορm, γιϖινγ mορε ωειγητ το χηανγε−ποιντσ λατε ιν
τηε σαmπλε:

π (� 2 = ϕ) =
1

Τ � 2

ϕΞ

ι=2

1

Τ � ι
φορ ϕ = 2; ::; Τ � 1: (2.4)

Τηισ πριορ (φορ α σαmπλε σιζε οφ 100) ισ σηοων ιν Φιγυρε 1. Ιτσ σηαπε ισ
τηε ρεϖερσε οφ α Γεοmετριχ διστριβυτιον. Σιmιλαρ ρεσυλτσ ανδ πριορ σηαπεσ
ηολδ ωηεν ωε ηαϖε Μ > 3 ρεγιmεσ ιν ουρ σαmπλε. Ισ τηισ προπερτψ οφ τηισ
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Υνιφορm πριορ υνδεσιραβλε? Οφ χουρσε, τηισ δεπενδσ ον τηε εmπιριχαλ χοντεξτ
(σοmετηινγ ωε ωιλλ ινϖεστιγατε βελοω). Ηοωεϖερ, τηερε ισ α ποσσιβιλιτψ τηατ α
ρεσεαρχηερ χουλδ υσε τηισ πριορ, τηινκινγ ιτ ισ �νονινφορmατιϖε�, βυτ εmπιριχαλ
ρεσυλτσ χουλδ βε α¤εχτεδ βψ τηε γρεατερ πριορ ωειγητ φορ � 2 νεαρ τηε ενδ οφ
τηε σαmπλε.

Φιγυρε 1

Wε ωιλλ ρεφερ το πριορσ συχη (2.2) ανδ (2.3) ασ Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορσ
σινχε τηεψ ρεστριχτ τηε πριορ το ιmποσε α �ξεδ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ον
τηε mοδελ. Λετ υσ νοω χονσιδερ ωηατ ωουλδ ηαππεν ιφ ωε ωορκεδ ωιτη α
πριορ ωηιχη ισ ��ατ� ιν ανοτηερ σενσε. Wε αγαιν ωιλλ ιλλυστρατε υσινγ τηε τωο
χηανγε−ποιντ χασε, ωιτη τηε εξτενσιον το mορε χηανγε−ποιντσ βεινγ οβϖιουσ.
Wε ρεφερ το τηισ νεω πριορ ασ τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ σινχε, ασ ωε σηαλλ
σεε, ιτ δοεσ νοτ ρεστριχτ τηε mοδελ το ηαϖε α �ξεδ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ
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ιν−σαmπλε. Ασ ωιτη τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ωε βεγιν ωιτη π (� 1; � 2) =
π (� 1) π (� 2ϕ� 1) ανδ ασσυmε

π (� 1) =
1

Τ � 2
φορ � 1 = 1; ::; Τ � 2: (2.5)

Ηοωεϖερ, ωε ρεπλαχε (2.3) βψ

π (� 2ϕ� 1) =
1

Τ � 2
φορ � 2 = � 1 + 1; ::; Τ + � 1 � 2: (2.6)

Νοτε τηατ τηισ πριορ ηασ τηε ϖερψ σενσιβλε προπερτψ τηατ βοτη π (� 2ϕ� 1) ανδ
π (� 2) αρε Υνιφορm ανδ ηαϖε σαmε νυmβερ οφ ποιντσ οφ συππορτ. Τηερε ισ
νο πιλε−υπ οφ πριορ προβαβιλιτψ νεαρ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε ασ ιν Φιγυρε 1.
Ηοωεϖερ, ιτ αλσο ηασ τηε υνχονϖεντιοναλ προπερτψ τηατ ιτ αλλοχατεσ πριορ ωειγητ
το χηανγε−ποιντσ ουτσιδε τηε οβσερϖεδ σαmπλε. Wε ωιλλ αργυε τηατ τηισ ισ α
ηιγηλψ δεσιραβλε προπερτψ σινχε, νοτ ονλψ δοεσ τηισ πριορ νοτ πλαχε εξχεσσιϖε
ωειγητ ον χηανγε−ποιντσ νεαρ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε, βυτ αλσο τηερε ισ α σενσε
ιν ωηιχη ιτ αλλοωσ υσ το ηανδλε τηε χασε ωηερε τηερε ισ αν υνκνοων νυmβερ
οφ χηανγε−ποιντσ. Τηατ ισ, τηε πριορ γιϖεν βψ (2.5) ανδ (2.6) δοεσ ιmποσε
τηατ τηερε αρε τωο χηανγε−ποιντσ, βυτ σινχε ονε οφ τηεm χαν οχχυρ ουτ οφ
σαmπλε, ιτ ιmπλιχιτλψ αλλοωσ φορ ονε (ιν−σαmπλε) χηανγε−ποιντ ασ ωελλ. Wε ωιλλ
ελαβορατε ον τηεσε ποιντσ βελοω.
Wε νοω δεσχριβε ουρ γενεραλ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ωηιχη αλλοωσ φορ

α mαξιmυm οφ Μ � 1 χηανγε−ποιντσ ιν−σαmπλε ανδ αδδσ ονε ποσσιβλε υσεφυλ
γενεραλιζατιον το (2.5) ανδ (2.6). Wε ωριτε τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ
ασ π (� 1; � 2; ::; �Μ�1) = π (� 1)

ΠΜ�1
ϕ=2 π (� ϕϕ� ϕ�1) ανδ ασσυmε

π (� 1) =
1

[χΤ ]
φορ � 1 = 1; ::; [χΤ ] : (2.7)

ανδ

π (� ϕϕ� ϕ�1) =
1

[χΤ ]
φορ � ϕ = � ϕ�1 + 1; ::; � ϕ�1 + [χΤ ] (2.8)

Νοτε τηατ τηισ πριορ στιλλ ηασ τηε δεσιραβλε προπερτψ τηατ π (� 1), π (� ϕϕ� ϕ�1)
ανδ π (� ϕ) (φορ ϕ = 2; ::;Μ � 1) αρε αλλ Υνιφορm (ανδ ηαϖε τηε σαmε νυmβερ
οφ ποιντσ οφ συππορτ). Τηυσ, ιτ ισ τρυλψ νονινφορmατιϖε ωιτη ρεσπεχτ το τηε
χηανγε−ποιντσ. Ιτ αλσο ιντροδυχεσ α σχαλαρ παραmετερ χ ωηιχη χοντρολσ τηε
mαξιmυm δυρατιον οφ εαχη ρεγιmε. Τηε νοτατιον [χΤ ] ινδιχατεσ τηε σmαλλεστ
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ιντεγερ συχη τηατ χΤ � [χΤ ]. Τηυσ, ιφ χ = 1
Τ
ωε οβταιν τηε τιmε ϖαρψινγ−

παραmετερ (ΤςΠ) mοδελ, ωηερεασ ασ χ βεχοmεσ λαργερ ωε οβταιν πριορσ ωηιχη
πλαχε mορε ωειγητ ον mοδελσ ωιτη φεωερ ρεγιmεσ. Φορ ινστανχε, τηε πριορ
ιν (2.5) ανδ (2.6) ηαδ α mαξιmυm οφ τωο χηανγε−ποιντσ ιν−σαmπλε ανδ σετ
χ = Τ�2

Τ
. Ατ τηε εξτρεmε, τηε ρεσεαρχηερ mιγητ ωιση το χονσιδερ ϖαλυεσ φορ

χ ιν τηε ιντερϖαλ
�
1
Τ
; 2
�
ασ τηισ ωουλδ νεστ εϖερψτηινγ φροm τηε ΤςΠ mοδελ

(ωιτη α βρεακ εϖερψ περιοδ) τηρουγη α mοδελ ωηιχη αλλοχατεσ αππρεχιαβλε (ι.ε.
50%) πριορ ωειγητ το α mοδελ ωιτη νο χηανγε−ποιντσ ατ αλλ (ιν−σαmπλε). Ιν
πραχτιχε, τηε ρεσεαρχηερ ωουλδ λικελψ ωιση το χονσιδερ α mυχη ναρροω ρανγε
οφ ϖαλυεσ φορ χ.
Ιν ουρ πρεϖιουσ ωορκ, Κοοπ ανδ Ποττερ (2007), ωε αργυεδ τηατ ιτ ισ ραρελψ

σενσιβλε το ρεστριχτ τηε mαξιmυm δυρατιον οφ ρεγιmεσ εξ αντε. Wιτη τηε πριορ
γιϖεν ιν (2.7) ανδ (2.8), προϖιδεδ χ � 1, τηε mαξιmυm δυρατιον οφ ρεγιmεσ
ιν−σαmπλε ωιλλ νοτ βε ρεστριχτεδ. Συχη α χονσιδερατιον χουλδ βε υσεφυλ ωηεν
σελεχτινγ χ ορ ιν ελιχιτινγ α πριορ φορ χ.
ςαλυεσ φορ χ ανδ Μ χαν βε σελεχτεδ βψ τηε ρεσεαρχηερ. Ηοωεϖερ, ιτ ισ

αλσο ποσσιβλε το τρεατ τηεm ασ υνκνοων παραmετερσ ανδ τηεψ χαν ειτηερ βε
εστιmατεδ ορ ιντεγρατεδ ουτ ιν τηε στανδαρδ Βαψεσιαν φασηιον. Το σεε ηοω
τηισ ωουλδ βε δονε, συπποσε ωε ηαϖε δατα ον α τιmε σεριεσ ϖαριαβλε, ψτ φορ
τ = 1; : : : ; Τ ανδ λετΨι = (ψ1; : : : ; ψι)

0 δενοτε τηε ηιστορψ τηρουγη τιmε ι. Τηε
mαργιναλ λικελιηοοδ φορ γιϖεν ϖαλυεσ οφ χ, Μ ανδ τηε χηανγε−ποιντσ ισ γιϖεν
βψ:

π (ΨΤ ϕ� 1; ::; �Μ�1; χ;Μ) : (2.9)

Τηε εξαχτ φορm οφ τηισ mαργιναλ λικελιηοοδ ωιλλ δεπενδ ον τηε λικελιηοοδ ανδ
πριορ φορ τηε παραmετερσ ιν εαχη ρεγιmε (βελοω ωε ωιλλ προϖιδε εξαmπλεσ).
Συπποσε �ρστ τηατ τηε ρεσεαρχηερ ηασ σελεχτεδ σπεχι�χ ϖαλυεσ οφ χ ανδΜ . Ιτ ισ
ποσσιβλε το βασε εmπιριχαλ ρεσυλτσ ον α παρτιχυλαρ χηοιχεσ οφ � 1; ::; �Μ�1 (ε.γ.
ονε χαν χηοοσε τηε ϖαλυεσ οφ � 1; ::; �Μ�1 ωηιχη ψιελδ τηε mαξιmυm ϖαλυε φορ
τηε mαργιναλ λικελιηοοδ). Ηοωεϖερ, τηε Βαψεσιαν ωουλδ πρεφερ το ιντεγρατε ουτ
τηε χηανγε−ποιντσ σο τηατ εmπιριχαλ ρεσυλτσ ρε�εχτ τηε υνχερταιντψ ασσοχιατεδ
ωιτη τηεm. Τηε ρυλεσ οφ προβαβιλιτψ ιmπλψ:

π (ΨΤ ϕχ;Μ) =
Ξ

�1

::
Ξ

�Μ�1

π (ΨΤ ϕ� 1; ::; �Μ�1; χ;Μ) π (� 1; ::; �Μ�1ϕχ;Μ) ;

(2.10)
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ωηερε εαχη συmmατιον ισ οϖερ αλλ ποσσιβλε ϖαλυεσ οφ τηε αππροπριατε χηανγε−
ποιντ. Τηε mαργιναλ λικελιηοοδ ιν (2.10) χουλδ βε υσεδ ασ α βασισ φορ εmπιριχαλ
ωορκ. Προϖιδεδ αν αναλψτιχαλ φορm φορ (2.9) εξιστσ ανδ Μ ισ νοτ τοο λαργε,
(2.10) χαν βε χαλχυλατεδ ιν α στραιγητφορωαρδ mαννερ βψ σιmπλψ εϖαλυατινγ
(2.9) ατ εϖερψ ποσσιβλε χηανγε−ποιντ. Αλτερνατιϖελψ, ϖαριουσ σιmυλατιον αλγο−
ριτηmσ (σεε, ε.γ., Κοοπ ανδ Ποττερ, 2003) φορ δραωινγ τηε χηανγε−ποιντσ χαν
βε υσεδ το εϖαλυατε (2.10).
Νοω λετ υσ συπποσε τηε ρεσεαρχηερ ισ ιντερεστεδ ιν τρεατινγ χ ανδ Μ ασ

ρανδοm ϖαριαβλεσ. Τηισ ρεθυιρεσ κνοωλεδγε οφ τηειρ ποστεριορ, π (χ;Μ ϕΨΤ ).
Βυτ Βαψεσ� ρυλε τελλσ υσ τηατ:

π (χ;Μ ϕΨΤ ) / π (ΨΤ ϕχ;Μ) π (χ;Μ) : (2.11)

Τηυσ, (2.10) ανδ α πριορ φορ χ ανδ Μ χαν βε υσεδ το εϖαλυατε τηε ρεθυισιτε
ποστεριορ. Σινχε χ ανδ Μ αρε σχαλαρ παραmετερσ, (2.11) χαν βε χαλχυλατεδ βψ
εϖαλυατινγ εαχη χοmπονεντ ον τηε ριγητ−ηανδ σιδε ατ α γριδ οφ ϖαλυεσ φορ χ ανδ
εϖερψ ποσσιβλε χηοιχε φορ Μ . Αλτερνατιϖελψ, α ποστεριορ σιmυλατιον αλγοριτηm
(ε.γ. α Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηm) χαν βε δεϖελοπεδ φορ χ.
Ουρ πρεφερρεδ εmπιριχαλ στρατεγιεσ αρε ειτηερ το σιmπλψ σελεχτ ϖαλυεσ φορ χ

ανδΜ ορ το σελεχτ α ϖαλυε φορΜ (ι.ε. χηοοσεΜ�1 ασ τηε mαξιmυm νυmβερ
οφ ιν−σαmπλε ρεγιmεσ τηατ τηε ρεσεαρχηερ τηινκσ ισ πλαυσιβλε) ανδ τρεατ χ ασ
αν υνκνοων παραmετερ. Φορ ινστανχε, mανψ χλασσιχαλ στρυχτυραλ βρεακ παπερσ
υσινγ mαχροεχονοmιχ δατα αλλοω φορ ονε ορ τωο βρεακσ. Χοmβινινγ τηισ
χονσιδερατιον ωιτη α δεσιρε νοτ το ρεστριχτ τηε mαξιmυm δυρατιον οφ ρεγιmεσ
εξ αντε, ωουλδ συγγεστ σεττινγ Μ = 2 ανδ χ = Τ .
Wε ηαϖε νοω δεριϖεδ τωο πριορσ: τηε Ρεστριχτεδ ανδ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm

πριορσ. Wε ηαϖε σεεν ηοω τηε φορmερ οφ τηεσε ηασ αν υνδεσιραβλε προπερτψ (ι.ε.
τηε πιλε−υπ οφ πριορ προβαβιλιτψ νεαρ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε) ωηιλε τηε λαττερ
ηασ αν αππαρεντλψ υνυσυαλ προπερτψ (ι.ε. τηε φαχτ τηατ σοmε οφ τηε χηανγε−
ποιντσ χαν οχχυρ ουτ−οφ−σαmπλε). Wε ωιλλ νοω προϖιδε α τηεορετιχαλ δισχυσσιον
οφ τηισ λαττερ προπερτψ (αν εmπιριχαλ χονσιδερατιον οφ βοτη προπερτιεσ ωιλλ βε
προϖιδεδ σηορτλψ). Ιτ ισ ωορτη στρεσσινγ τηατ ουτ−οφ−σαmπλε χηανγε−ποιντσ
χαυσε νο τεχηνιχαλ νορ χοmπυτατιοναλ προβλεmσ φορ τηε Βαψεσιαν. Βαψεσιαν
αναλψσισ ινϖολϖεσ α πριορ ανδ α λικελιηοοδ φυνχτιον. Τηε λικελιηοοδ φυνχτιον, οφ
χουρσε, ρε�εχτσ δατα ινφορmατιον. Ιφ, σαψ, � 2, οχχυρσ ουτ−οφ−σαmπλε τηεν τηερε
ωιλλ βε νο δατα ινφορmατιον αβουτ � 2 ανδ, τηυσ, νο λικελιηοοδ ινφορmατιον.
Ηοωεϖερ, τηερε στιλλ ωιλλ βε πριορ ινφορmατιον αβουτ � 2. Προϖιδεδ τηε πριορ
ισ προπερ (ασ ισ τηε χασε φορ αλλ πριορσ υσεδ ιν τηισ παπερ), α ϖαλιδ ποστεριορ
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δενσιτψ φορ � 2 εξιστσ. Τηισ ισ mερελψ α ρε�εχτιον οφ τηε ωελλ−κνοων Βαψεσιαν
ρεσυλτ τηατ νον−ιδεντι�χατιον δοεσ νοτ ποσε α δι′χυλτψ φορ Βαψεσιανσ, βυτ τηατ
τηε ποστεριορ φορ α νον−ιδεντι�εδ ρεγιον οφ τηε παραmετερ σπαχε ωιλλ τψπιχαλλψ
βε εθυαλ το τηε πριορ (σεε, ε.γ., Ποιριερ, 1998).3

Ιν ονε σενσε, ουρ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ χαν βε τηουγητ οφ ασ α σιmπλε
τριχκ φορ αϖοιδινγ τηε �πιλε−υπ οφ πριορ προβαβιλιτψ ατ τηε ενδ−οφ−σαmπλε�
προβλεm οφ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ. Wε ωουλδ αργυε τηατ τηισ ρεασον
αλονε mακεσ ιτ α υσεφυλ αδδιτιον το τηε λιτερατυρε. Ηοωεϖερ, τηε ϖαλυε οφ
τηε Υνρεστριχτεδ Πριορ γοεσ ωελλ βεψονδ τηισ ιν τηατ ιτ αλλοωσ φορ υσ τρεατ
τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ιν−σαmπλε ασ υνκνοων. Φορ τηε σαmε ρεασον ασ
τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ωιλλ ηαϖε τηε �πιλε−υπ οφ πριορ προβαβιλιτψ ατ τηε
ενδ−οφ−σαmπλε� προβλεm, ανψ mοδελ ωιτη α �ξεδ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ωιλλ
εξηιβιτ τηισ προβλεm. Τηυσ, ωε αργυε τηατ ιτ ισ ιmπορταντ το δεϖελοπ mοδελσ
ωηερε τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ισ υνκνοων ανδ εστιmατεδ φροm τηε δατα.
Τηε δισχυσσιον αφτερ (2.6) mακεσ χλεαρ τηατ τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ
τρεατσ τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ιν−σαmπλε ασ υνκνοων. Οτηερ mοδελσ δο
εξιστ ωιτη τηισ προπερτψ (ε.γ. Γιορδανι ανδ Κοην, 2006, Κοοπ ανδ Ποττερ,
2007 ανδ ΜχΧυλλοχη ανδ Τσαψ, 1993). Ηοωεϖερ, τηε εξιστινγ λιτερατυρε υσεσ
πριορσ ωηιχη αρε ινφορmατιϖε οϖερ τηε χηανγε−ποιντσ. Το ουρ κνοωλεδγε, τηε
Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ισ τηε ονλψ εξιστινγ πριορ ωηιχη ιν νονινφορmατιϖε
οϖερ τηε χηανγε−ποιντσ. Ουρ εmπιριχαλ σεχτιον ωιλλ σηοω ηοω τηισ πριορ ωορκσ
ιν πραχτιχε.

2.2 Εmπιριχαλ Ιλλυστρατιονσ Υσινγ Υνιφορm Πριορσ

Wε ιλλυστρατε ουρ Ρεστριχτεδ ανδ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορσ ιν τηε χοντεξτ
οφ τηε ΑΡ(π) mοδελ ωιτη χηανγε−ποιντσ (ι.ε. εθυατιον 1.1 ωιτη ξτ χονταινινγ
αν ιντερχεπτ ανδ π λαγσ οφ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε). Α πριορ ισ ρεθυιρεδ φορ τηε
χοε′χιεντσ ιν εαχη ρεγιmε ανδ, φορ τηεσε, ωε χηοοσε τηε νατυραλ χονϕυγατε
πριορ σο τηατ (χονδιτιοναλ ον � 1; ::; �Μ�1; χ ανδ Μ) αναλψτιχαλ ρεσυλτσ φορ τηε
mαργιναλ λικελιηοοδ (ι.ε. εθυατιον 2.9), ποστεριορ ανδ πρεδιχτιϖε διστριβυτιονσ
αρε αϖαιλαβλε (σεε, ε.γ., Κοοπ, 2003, χηαπτερ 3).Τηρουγηουτ τηισ σεχτιον, ωε
υσε α ρελατιϖελψ νονινφορmατιϖε πριορ ωηιχη ρε�εχτσ α ωεακ βελιεφ ιν στατιον−
αριτψ φορ τηε ΑΡ χοε′χιεντσ. Οφ χουρσε, ιν α mορε συβσταντιϖε εmπιριχαλ
εξερχισε, α πριορ σενσιτιϖιτψ αναλψσισ χουλδ βε δονε ορ α mορε οβϕεχτιϖε πριορ

3Φορmαλλψ, τηε πριορ φορ α νον−ιδεντι�εδ παραmετερ ισ εθυαλ το ιτσ ποστεριορ, υνλεσσ ιτ ισ
α πριορι χορρελατεδ ωιτη αν ιδεντι�εδ παραmετερ.
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ελιχιτατιον προχεδυρε υσεδ (ε.γ. τηε γ−πριορ ορ α πριορ βασεδ ον α τραινινγ
σαmπλε).Το βε πρεχισε, ουρ πριορ φορ τηε ιντερχεπτ ανδ ΑΡ χοε′χιεντσ ιν εαχη
ρεγιmε ισ:

�ϕϕ�
2
ϕ � Ν(0; 0:25�

2
ϕΙ)

ανδ

��2ϕ � Γ(1; 1);

ωηερε Γ (α; β) δενοτεσ τηε Γαmmα διστριβυτιον ωιτη mεαν αβ ανδ ϖαριανχε
αβ2. Νοτε τηατ τηε πριορ φορ τηε ερρορ πρεχισιον ισ ρελατιϖελψ νονινφορmατιϖε
(ιτσ δεγρεεσ οφ φρεεδοm παραmετερ ισ τωο) βυτ ηασ mεαν ονε. Ιν ουρ εξαmπλε
υσινγ ρεαλ ΓDΠ γροωτη, ουρ δατα ισ mεασυρεδ ασ α περχενταγε σο τηατ τηισ
πριορ χοϖερσ α ρεασοναβλε ρεγιον οφ τηε παραmετερ σπαχε.
Τηερε αρε mανψ ωαψσ ωε χουλδ χοmπαρε ουρ δι¤ερεντ mοδελσ ανδ πριορσ

(ανδ ωε ιλλυστρατε σεϖεραλ βελοω). Ηοωεϖερ, εσπεχιαλλψ σινχε mανψ οφ τηε
προβλεmσ ωιτη πριορσ ωηιχη ιmποσε α �ξεδ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ οχχυρ ατ
τηε ενδ οφ τηε σαmπλε, πρεδιχτιϖε ρεσυλτσ αρε οφ παρτιχυλαρ ρελεϖανχε ανδ τηεσε
ρεχειϖε mυχη εmπηασισ ιν αλλ οφ ουρ εmπιριχαλ ιλλυστρατιονσ.

2.2.1 Ιλλυστρατιονσ Υσινγ Αρτι�χιαλ Dατα

Ιν τηισ σεχτιον, ωε ωιλλ ιλλυστρατε σεϖεραλ ασπεχτσ οφ ουρ πριορσ υσινγ αρτι�χιαλ
δατα γενερατεδ φροm τωο δι¤ερεντ δατα γενερατινγ προχεσσεσ (DΓΠσ). Βοτη
οφ ουρ DΓΠσ ηαϖε Τ = 100 ανδ τηε ερρορ ϖαριανχεσ ιν εαχη ρεγιmε αρε σετ το
ονε. Τηε χονδιτιοναλ mεαν ωιτηιν εαχη ρεγιmε ισ γιϖεν βψ αν ΑΡ(1) mοδελ
ωιτη ιντερχεπτ σετ το ζερο. Ουρ DΓΠσ τηυσ δι¤ερ ονλψ ιν τηε νυmβερ οφ
χηανγε−ποιντσ ανδ τηε ϖαλυε τακεν φορ τηε ΑΡ(1) χοε′χιεντ (ωηιχη ωε ωιλλ
λαβελ �ϕ φορ ϕ = 1; ::;Μ) ιν εαχη ρεγιmε.
Wε χαλχυλατε ρεσυλτσ φορ τηε Ρεστριχτεδ ανδ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορσ

φορ Μ = 1; 2; 3 (ωιτη ΑΡ(1) προχεσσεσ ωιτηιν εαχη ρεγιmε). Τηε Μ = 1 χασε
ισ σιmπλψ τηε ΑΡ(1) mοδελ ωιτηουτ α χηανγε−ποιντ. Φορ τηε Υνρεστριχτεδ
Υνιφορm πριορ ωε σετ χ = 2. Γιϖεν τηε λικελιηοοδ ανδ νατυραλ χονϕυγατε πριορ
ασσυmεδ, αναλψτιχαλ ρεσυλτσ αρε αϖαιλαβλε ανδ ωε χαν σιmπλψ εϖαλυατε τηε
mαργιναλ λικελιηοοδ φορ γιϖεν χηανγε−ποιντσ ιν (2.9) ατ εϖερψ ποσσιβλε χηανγε−
ποιντ ανδ αϖεραγε ασ ιν (2.10) το προδυχε αν οϖεραλλ mαργιναλ λικελιηοοδ φορ
εαχη mοδελ.
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Ουρ �ρστ DΓΠ, DΓΠ1, δοεσ νοτ ηαϖε ανψ χηανγε−ποιντσ ανδ σετσ �1 = 0:5
ανδ ιλλυστρατεσ ηοω ουρ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ψιελδσ mορε σενσιβλε ιν−
φερενχε τηαν τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ. Φιγυρε 2 πλοτσ τηε ποστεριορ mεαν
οφ �1 φορ τηεσε τωο πριορσ ωιτηΜ = 2. Σινχε χ = 2, τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm
πριορ σαψσ τηατ τηερε ισ α 50% προβαβιλιτψ τηατ τηε χηανγε−ποιντ οχχυρσ ουτ οφ
σαmπλε. Τηυσ, ιν εσσενχε, ιτ ισ αλλοχατινγ 50% οφ τηε πριορ προβαβιλιτψ το τηε
(χορρεχτ) mοδελ ωιτη νο χηανγε−ποιντσ. Ιν Φιγυρε 2, τηε ποιντ εστιmατε οφ τηε
ΑΡ(1) χοε′χιεντ ρεσυλτινγ φροm τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ισ χλοσε το α
ηοριζονταλ λινε νεαρ τηε τρυε ϖαλυε οφ �1 = 0:5, αλτηουγη τηε πριορ ισ πυλλινγ
σλιγητλψ τοωαρδσ τηε πριορ mεαν οφ ζερο. Τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ, ωηιχη
σαψσ τηατ τηερε ισ α 100% προβαβιλιτψ οφ α χηανγε−ποιντ οχχυρρινγ, ισ φαρ διφ−
φερεντ, εσπεχιαλλψ ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε (νοτε τηατ τηε ποστεριορ mεαν οφ
τηε ΑΡ(1) χοε′χιεντ ισ πυλλεδ δοων βελοω 0:2 βψ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε).
Τηισ σηοωσ τηε ρισκσ οφ ινχορρεχτλψ ιmποσινγ α χηανγε−ποιντ ον α mοδελ ωηεν
νονε εξιστσ. Wε στρεσσ τηατ τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ωιλλ νεϖερ ρυν
τηισ ρισκ.
Φιγυρε 3, ωηιχη πλοτσ τηε ποστεριορ φορ τηε χηανγε−ποιντ υσινγ τηε Υνρε−

στριχτεδ Υνιφορm πριορ ωιτηΜ = 2 σηοωσ ηοω τηισ πριορ αχηιεϖεσ τηισ σενσιβλε
ρεσυλτ. Μοστ οφ τηε ποστεριορ προβαβιλιτψ ισ αλλοχατεδ ουτ−οφ−σαmπλε ινδιχατινγ
τηατ νο χηανγε−ποιντσ οχχυρ ιν−σαmπλε. Τηε ποστεριορ ουτ−οφ−σαmπλε ισ σιmπλψ
εθυαλ το τηε πριορ (ανδ ιτ, τηυσ, �ατ) βυτ τηισ δοεσ νοτ χαυσε ανδ προβλεmσ
φορ εστιmατιον (σεε Φιγυρε 1) νορ πρεδιχτιον (σεε Ταβλε 1).
Ταβλε 1 πρεσεντσ τηε λογ οφ mαργιναλ λικελιηοοδσ φορ τηε ϖαριουσ mοδελσ φορ

τηισ DΓΠ. Ασ εξπεχτεδ, τηε τρυε mοδελ (ωιτη νο χηανγε−ποιντ) ηασ α ηιγηερ
mαργιναλ λικελιηοοδ. Ρεγαρδλεσσ οφ ωηετηερΜ = 2 ορΜ = 3 τηε Υνρεστριχτεδ
Υνιφορm πριορ ψιελδσ α ηιγηερ mαργιναλ λικελιηοοδ τηαν τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm
Πριορ, δεσπιτε τηε φαχτ τηατ ιτ ισ νονινφορmατιϖε οϖερ α mυχη λαργερ συππορτ.
Ταβλε 1 αλσο πρεσεντσ πρεδιχτιϖε mεανσ ανδ στανδαρδ δεϖιατιονσ φορ ψΤ+1

φορ τηε ϖαριουσ mοδελσ ανδ πριορσ ωε αρε υσινγ. Σινχε DΓΠ1 ηασ νο χηανγε−
ποιντσ, ωε ωουλδ εξπεχτ τηε πρεδιχτιϖε ρεσυλτσ φορ τηε ΑΡ(1) το βε mοστ
ρελιαβλε. Νοτε τηατ τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορσ αρε προδυχινγ πρεδιχ−
τιϖε ρεσυλτσ ωηιχη αρε mυχη χλοσερ το τηε ΑΡ(1) ρεσυλτσ τηαν τηοσε φροm τηε
Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ. Χλεαρλψ, ινχορρεχτλψ ιmποσινγ α �ξεδ νυmβερ οφ
χηανγε−ποιντσ ιν−σαmπλε (ασ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ δοεσ) χαν ηαϖε
νεγατιϖε ιmπλιχατιονσ φορ ποστεριορ ανδ πρεδιχτιϖε ινφερενχε. Τηε υσε οφ τηε
Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ αλλοωσ υσ το αϖοιδ τηισ ρισκ.
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Φιγυρε 2: Χοmπαρινγ τηε ΑΡ Χοε′χιεντ ωηεν τηε DΓΠ Ηασ Νο Βρεακσ
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Φιγυρε 3: Τηε Ποστεριορ οφ τηε Χηανγε−Ποιντ ωηεν τηε DΓΠ Ηασ Νο Βρεακσ

Ταβλε 1: Λογ Μαργιναλ Λικελιηοοδσ φορ Dι¤ερεντ Υνιφορm Πριορσ φορ DΓΠ1
Λογ Μαργιναλ
Λικελιηοοδ

Πρεδιχτιϖε
Μεαν

Πρεδιχτιϖε
Στ. Dεϖιατιον

ΑΡ(1) −143.67 −0.17 1.00
Ρεστριχτεδ (Μ = 2) −145.99 −0.16 1.06
Ρεστριχτεδ (Μ = 3) −147.75 −0.21 1.07
Υνρεστριχτεδ (Μ = 2) −145.32 −0.17 1.01
Υνρεστριχτεδ (Μ = 3) −146.13 −0.18 1.05

Ουρ σεχονδ DΓΠ, DΓΠ2, ισ τηε σαmε ασ DΓΠ1 ωιτη τηε εξχεπτιον τηατ
�1 = 0:0 (ωηιχη ηολδσ φορ τ � 50) ανδ �2 = 0:75 (φορ οτηερ ϖαλυεσ οφ τ).
Φορ τηισ DΓΠ, Μ = 2 ισ τηε χορρεχτ χηοιχε ανδ ρεσυλτσ πρεσεντεδ ιν Ταβλε
2 ινδιχατε τηισ. Τηε Ρεστριχτεδ ανδ Υνρεστριχτεδ Πριορσ ωιτη Μ = 2 ηαϖε
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τηε ηιγηεστ mαργιναλ λικελιηοοδσ ανδ τηειρ πρεδιχτιϖε δενσιτιεσ ηαϖε τηε σαmε
mεαν ανδ στανδαρδ δεϖιατιον (το τωο δεχιmαλ πλαχεσ). Μορε ιντερεστινγ ισ
ωηατ ηαππενσ ωηεν Μ = 3. Φορ τηισ χασε, τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ισ
προδυχινγ α πρεδιχτιϖε mεαν ανδ στανδαρδ δεϖιατιον ωηιχη αρε ϖερψ σιmιλαρ
το Μ = 2 ρεσυλτσ, ωηερεασ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ισ προδυχινγ ϖερψ
δι¤ερεντ ρεσυλτσ. Χλεαρλψ, τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ισ ψιελδινγ ρεασοναβλε
ρεσυλτσ ωηεν Μ ισ σελεχτεδ χορρεχτλψ ανδ α ωελλ−δε�νεδ χηανγε−ποιντ οχχυρσ
ιν τηε mιδδλε οφ τηε σαmπλε. Βυτ ιν οτηερ χασεσ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm
πριορ χαν βε mισλεαδινγ (βυτ τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ψιελδσ σενσιβλε
ρεσυλτσ).
Ιτ ισ αλσο ωορτη νοτινγ τηατ ιν DΓΠ2 ωιτη τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ,

τηε mαργιναλ λικελιηοοδ φορ τηε (χορρεχτ) Μ = 2 mοδελ ισ ονλψ σλιγητλψ ηιγηερ
τηαν τηατ οφ τηε (ινχορρεχτ) Μ = 3 mοδελ. Τηυσ, ιν α Βαψεσιαν mοδελ
αϖεραγινγ εξερχισε ινϖολϖινγ ονλψ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ, τηε ινχορρεχτ
Μ = 3 χασε ωιλλ γετ συβσταντιϖε ωειγητ. Φυρτηερmορε, τηισ ισ ονλψ ονε DΓΠ.
Ιφ ονε ωερε το υσε οτηερ ρανδοmλψ γενερατεδ DΓΠσ ιτ ωουλδ, οφ χουρσε, βε
ποσσιβλε το σελεχτ τηε ωρονγ mοδελ. Wιτη τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ωε
δο νοτ ρυν τηεσε ρισκσ.
Φορ τηε σακε οφ βρεϖιτψ, ωε δο νοτ ρεπροδυχε �γυρεσ χοmπαραβλε το Φιγυρεσ

2 ανδ 3 φορ DΓΠ2. Ιφ ωε ηαδ, τηεψ ωουλδ ηαϖε σηοων τηατ τηε Υνρεστριχτεδ
Υνιφορm πριορ ωιτη Μ = 2 ωουλδ ηαϖε ψιελδεδ σενσιβλε ποστεριορ ρεσυλτσ
φορ τηε ΑΡ(1) χοε′χιεντ, χαπτυρινγ τηε αβρυπτ ρεγιmε σωιτχη ιν τηε DΓΠ.
Φυρτηερmορε, τηε ποστεριορ φορ τηε σεχονδ χηανγε−ποιντ αλλοχατεσ αλmοστ αλλ οφ
ιτσ προβαβιλιτψ ουτ−οφ−σαmπλε. Οϖεραλλ, ωε αρε �νδινγ στρονγ συππορτ φορ ουρ
στορψ τηατ τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ισ αν ε¤εχτιϖε ωαψ οφ εστιmατινγ
τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ιν−σαmπλε (ασ οπποσεδ το ιmποσινγ ιτ ον τηε
mοδελ) ανδ αϖοιδινγ τηε �πιλε−υπ οφ πριορ προβαβιλιτψ ατ τηε ενδ−οφ−σαmπλε�
προβλεm ασσοχιατεδ ωιτη τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ.

Ταβλε 2: Λογ Μαργιναλ Λικελιηοοδσ φορ Dι¤ερεντ Υνιφορm Πριορσ φορ DΓΠ2
Λογ Μαργιναλ
Λικελιηοοδ

Πρεδιχτιϖε
Μεαν

Πρεδιχτιϖε
Στ. Dεϖιατιον

ΑΡ(1) −153.76 0.17 1.09
Ρεστριχτεδ (Μ = 2) −149.18 0.46 1.01
Ρεστριχτεδ (Μ = 3) −150.21 0.29 1.27
Υνρεστριχτεδ (Μ = 2) −149.88 0.46 1.01
Υνρεστριχτεδ (Μ = 3) −150.06 0.45 1.04
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2.2.2 Εmπιριχαλ Ιλλυστρατιον Υσινγ Ρεαλ ΓDΠ Γροωτη Dατα

Τηερε αρε mανψ παπερσ ωηιχη ινϖεστιγατε στρυχτυραλ βρεακσ ιν ρεαλ ΓDΠ
γροωτη. Οφ παρτιχυλαρ ιντερεστ ισ τηε ϖολατιλιτψ οφ ΥΣ ρεαλ αχτιϖιτψ ανδ τηε
θυεστιον οφ ωηετηερ ιτ ηασ δεχρεασεδ οϖερ τιmε. Ιν τηισ σεχτιον ωε σηαλλ ινϖεσ−
τιγατε τηισ ισσυε υσινγ Υ.Σ. ρεαλ ΓDΠ γροωτη φροm 1947Θ2 τηρουγη 2006Θ4.
Wε υσε αν ΑΡ(2) ιν εαχη ρεγιmε ανδ τηε πριορσ φορ τηε χοε′χιεντσ αρε δε−
σχριβεδ ατ τηε βεγιννινγ οφ τηισ σεχτιον.
Γιϖεν τηε �νδινγσ οφ Κιm, Νελσον ανδ Πιγερ (2004) ανδ α ωιση νοτ το

ρεστριχτ τηε mαξιmυm δυρατιον οφ εαχη ρεγιmε ιν−σαmπλε, ωε σελεχτ Μ = 3
ανδ χ = 1. Τηισ αλλοωσ φορ υπ το τηρεε ρεγιmεσ ιν−σαmπλε, ανδ σινχε τηε
mαξιmυm ρεγιmε δυρατιον ισ Τ ιτ αλσο αλλοωσ φορ νο χηανγε−ποιντσ το οχχυρ
ιν−σαmπλε. Γιϖεν τηατ τηισ παπερ ρελατεσ το χηανγε−ποιντ mοδελινγ ανδ τηε
ρελατεδ εmπιριχαλ λιτερατυρε ρελατεσ το χηανγεσ ιν ϖολατιλιτψ, Φιγυρε 4 πρεσεντσ
τηε ποστεριορσ φορ � 1,� 2 ασ ωελλ ασ τηε ποστεριορ mεαν οφ τηε ϖολατιλιτψ (ι.ε.
τηε στανδαρδ δεϖιατιον οφ τηε ερρορ) ατ εαχη ποιντ ιν τιmε.
Αν εξαmινατιον οφ Φιγυρε 4 σηοω τηατ τηερε δοεσ σεεm το βε στρονγ εϖ−

ιδενχε οφ α χηανγε−ποιντ ιν τηε εαρλψ 1980σ (ωιτη Ε (� 1ϕΨΤ ) = 1983:2 ωιτη
ποστεριορ στανδαρδ δεϖιατιον οφ 3:8). Τηισ ισ ρε�εχτεδ ιν τηε πλοτ οφ τηε
ϖολατιλιτψ ωηιχη σηοωσ τηε Γρεατ Μοδερατιον δεχρεασε φουνδ βψ οτηερσ ιν τηε
εαρλψ 1980σ. Μοστ εϖιδενχε ινδιχατεσ τηατ τηε σεχονδ χηανγε−ποιντ οχχυρσ
ουτ−οφ σαmπλε, σηοωινγ ηοω, ωιτη τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ, Μ �1 χαν
πλαψ τηε ρολε οφ α mαξιmυm νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ωιτη τηε αχτυαλ νυm−
βερ οχχυρρινγ ιν−σαmπλε βεινγ εστιmατεδ. Ιν παρτιχυλαρ, τηε ποστεριορ φορ � 2
ιmπλιεσ τηατ τηερε ισ α 96:5% προβαβιλιτψ τηατ τηε σεχονδ χηανγε−ποιντ οχχυρσ
ουτ−οφ−σαmπλε (ανδ, τηυσ, τηατ τηερε ισ ονε χηανγε−ποιντ ιν−σαmπλε). Τηε
ρεmαινινγ 3:5% οφ τηε ποστεριορ προβαβιλιτψ ινδιχατεσ τηατ τηερε ισ α σεχονδ
χηανγε−ποιντ ιν ϖολατιλιτψ ιν τηε εαρλψ− το mιδ−1980σ.
Ιτ ισ αλσο ωορτη νοτινγ τηατ τηε φαχτ τηατ ουρ χηανγε−ποιντσ αρε τρεατεδ

ασ ρανδοm παραmετερσ mεανσ τηατ χηανγεσ ιν χοε′χιεντσ οϖερ τιmε δο νοτ
ηαϖε το βε αβρυπτ. Φορ ινστανχε, ιφ ωε σετ � 1 = 1983 (ωιτη � 2 βεινγ ουτ−
οφ−σαmπλε), τηεν τηε γραπη οφ ϖολατιλιτψ ωουλδ ηαϖε βεεν α στεπ φυνχτιον.
Ηοωεϖερ, ιν Φιγυρε 4, τηε δεχλινε ιν ϖολατιλιτψ ισ mυχη mορε γραδυαλ τηαν
α στεπ φυνχτιον. Wε αρε �νδινγ αππρεχιαβλε προβαβιλιτψ (ε.γ. ονε περχεντ
ορ mορε) οφ α χηανγε−ποιντ ιν αλλ θυαρτερσ βετωεεν 1982 ανδ 1985. Τηυσ,
τηε στοχηαστιχ τρεατmεντ οφ χηανγε−ποιντσ χαν βε θυιτε υσεφυλ ωηεν mοδελινγ
γραδυαλ εϖολυτιον οφ χοε′χιεντσ ιν τηατ εϖεν α σmαλλ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ
χαν αλλοω φορ θυιτε �εξιβλε βεηαϖιορ.
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Α γοοδ βενχηmαρκ το χοmπαρε ουρ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ (ωιτη
Μ = 3) ρεσυλτσ ισ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ωιτηΜ = 3. Φιγυρε 5 πρεσεντσ
ρεσυλτσ φορ τηισ πριορ ιν τηε σαmε φορmατ ασ Φιγυρε 4. Ιφ νοτηινγ ελσε, α χοm−
παρισον οφ Φιγυρεσ 4 ανδ 5 mακεσ τηε ποιντ τηατ πριορσ mαττερ. Ατ �ρστ πασσ,
τηε Ρεστριχτεδ ανδ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορσ mιγητ σεεm λικε ϖερψ σιmιλαρ
�νονινφορmατιϖε� πριορσ. Χλεαρλψ τηεψ αρε ψιελδινγ θυιτε δι¤ερεντ ποστεριορσ.
Ιν χοντραστ το τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ, τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ισ
ψιελδινγ mυχη εϖιδενχε τηατ τηε �ρστ χηανγε−ποιντ ισ οχχυρρινγ ατ τηε βεγιν−
νινγ οφ τηε σαmπλε ανδ ιτ ισ τηε σεχονδ χηανγε−ποιντ τηατ ισ οχχυρρινγ ιν τηε
εαρλψ 1980σ (αλτηουγη τηερε ισ αλσο σοmε εϖιδενχε τηατ � 2 ισ οχχυρρινγ ατ τηε
ενδ οφ τηε σαmπλε). Τηισ δι¤ερενχε ιν ποστεριορ ινφερενχε αβουτ χηανγε−ποιντσ
βετωεεν τηε τωο πριορσ χαν, οφ χουρσε, ηαϖε χονσεθυενχεσ φορ ποστεριορ ινφερ−
ενχε αβουτ οτηερ παραmετερσ ορ φορ πρεδιχτιον. Ιν τερmσ οφ ϖολατιλιτψ �νδινγσ,
αλτηουγη τηε mαιν �Γρεατ Μοδερατιον ιν τηε εαρλψ 1980σ� παττερν ισ φουνδ
υσινγ βοτη Υνρεστριχτεδ ανδ Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορσ, νον−νεγλιγεαβλε διφ−
φερενχεσ βετωεεν τηεσε τωο πριορσ αρε φουνδ ατ βοτη τηε βεγιννινγ ανδ τηε ενδ
οφ τηε σαmπλε. Φυρτηερmορε, Ταβλε 3 πρεσεντσ πρεδιχτιϖε mεανσ ανδ στανδαρδ
δεϖιατιονσ φορ ψΤ+1 οβταινεδ υσινγ τηε τωο πριορσ. Αλτηουγη τηε πρεδιχτιϖε
mεανσ αρε θυιτε σιmιλαρ το ονε ανοτηερ, τηε πρεδιχτιϖε στανδαρδ δεϖιατιον ισ
συβσταντιαλλψ λαργερ υσινγ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ. Τηισ ισ δυε το τηε
σmαλλ υπτυρν ιν τηε στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε φουνδ υσινγ
τηισ πριορ. Τηισ σmαλλ υπτυρν ισ δυε το τηε φαχτ τηατ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm
Πριορ ισ �νδινγ α σmαλλ προβαβιλιτψ οφ α χηανγε−ποιντ οχχυρρινγ ατ τηε ενδ οφ
τηε σαmπλε. Τηισ �νδινγ, ιν τυρν, ισ δυε το τηε πιλε υπ οφ πριορ προβαβιλιτψ
ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε ωηιχη αρισεσ ωιτη τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ.

17



Φιγυρε 5: Ρεσυλτσ Υσινγ Ρεστριχτεδ Υνιφορm Πριορ ωιτη Μ=3

Ταβλε 3 πρεσεντσ mαργιναλ λικελιηοοδσ ανδ πρεδιχτιϖε ρεσυλτσ φορ α ωιδερ
ρανγε οφ mοδελσ. Νοτε τηατ, φορ χ = 1, τηε Ρεστριχτεδ ανδ Υνρεστριχτεδ Υνι−
φορm πριορσ ωιτη Μ = 2 αρε τηε σαmε. Υσινγ ουρ αππροαχη, τηερε σεεmσ
στρονγ εϖιδενχε ιν φαϖορ οφ ονε χηανγε−ποιντ οχχυρρινγ ιν−σαmπλε. Ονε mεσ−
σαγε φροm τηισ ταβλε ισ τηατ, ωιτη τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ, ωε χαν
χορρεχτλψ οβταιν τηισ ρεσυλτ (εϖεν ιφ ωε σετ Μ = 3). Ανοτηερ mεσσαγε ισ
τηατ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ χαν λεαδ ψου αστραψ (ασ εϖιδενχεδ, ε.γ., βψ
αν εξαmινατιον οφ πρεδιχτιϖε mεανσ ανδ στανδαρδ δεϖιατιονσ) υνλεσσ ψου γετ
τηε τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ εξαχτλψ χορρεχτ. Ουρ πρεφερρεδ στρατεγψ ισ
το σελεχτ α mαξιmυm νυmβερ οφ ρεγιmεσ, Μ , ανδ τηεν υσε τηε Υνρεστριχτεδ
Υνιφορm πριορ το τελλ υσ τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ιν−σαmπλε. Τηισ σεεmσ
το ωορκ ωελλ ωιτη τηισ δατα σετ. Αν αλτερνατιϖε στρατεγψ ωουλδ βε το υσε τηε
Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ωιτη σεϖεραλ ϖαλυεσ φορ Μ ανδ τηεν σελεχτ τηε ϖαλυε
φορ Μ ωηιχη ψιελδσ τηε ηιγηεστ mαργιναλ λικελιηοοδ (ορ δο Βαψεσιαν mοδελ
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αϖεραγινγ οϖερ δι¤ερεντ ϖαλυεσ φορΜ). Ιν τηισ χασε, τηεσε τωο στρατεγιεσ ψιελδ
ρουγηλψ τηε σαmε ρεσυλτσ (αλτηουγη Βαψεσιαν mοδελ αϖεραγινγ ωουλδ ατταχη
αλmοστ �ϖε περχεντ οφ τηε προβαβιλιτψ το τηε mισλεαδινγΜ = 3 ρεσυλτσ). Ηοω−
εϖερ, ωιτη mοδελ σελεχτιον τηερε ισ αλωαψσ τηε χηανχε οφ σελεχτινγ αν ινφεριορ
mοδελ. Φυρτηερmορε, τηισ εξαmπλε προϖιδεσ στρονγ εϖιδενχε φορ ονε χηανγε−
ποιντ ανδ, ασ ωε ηαϖε σεεν, τηε �πιλε−υπ οφ πριορ προβαβιλιτψ ατ τηε ενδ οφ τηε
σαmπλε� προβλεm οχχυρσ mοστ προmινεντλψ ωηεν mορε χηανγε−ποιντσ οχχυρ.

Ταβλε 3: Λογ Μαργιναλ Λικελιηοοδσ ανδ
Πρεδιχτιϖε Προπερτιεσ φορ Dι¤ερεντ Υνιφορm Πριορσ

Λογ Μαργιναλ
Λικελιηοοδ

Πρεδιχτιϖε
Μεαν

Πρεδιχτιϖε
Στ. Dεϖιατιον

ΑΡ(2) −327.75 0.71 0.93
Ρεστριχτεδ (Μ = 2) −302.60 0.61 0.49
Ρεστριχτεδ (Μ = 3) −305.90 0.58 0.62
Υνρεστριχτεδ (Μ = 2) −302.60 0.61 0.49
Υνρεστριχτεδ (Μ = 3) −303.05 0.61 0.49

Ιν τηε πρεϖιουσ mατεριαλ, ωε ηαϖε χηοσεν παρτιχυλαρ ϖαλυεσ φορ χ φορ τηε
Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ. Wε ρεmινδ τηε ρεαδερ τηατ ιτ ισ ποσσιβλε το
τρεατ χ ασ αν υνκνοων παραmετερ ανδ ειτηερ χηοοσε α παρτιχυλαρ ϖαλυε φορ
ιτ (ε.γ. χηοοσε τηε ποστεριορ mοδε οφ χ) ορ ιντεγρατε ιτ ουτ (σεε εθυατιον
2.11 ανδ συρρουνδινγ δισχυσσιον). Φορ τηισ εmπιριχαλ αππλιχατιον ωε δο νοτ
πρεσεντ δεταιλεδ ρεσυλτσ υσινγ ειτηερ αππροαχη σινχε τηεψ αρε σιmιλαρ το τηοσε
πρεσεντεδ αβοϖε (προϖιδεδ χ ισ βιγ ενουγη το αλλοω φορ � 2 το οχχυρ ουτ−οφ−
σαmπλε). Φιγυρε 6 πλοτσ τηε ποστεριορ οφ χ (φορ Μ = 3).
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Φιγυρε 6: Ποστεριορ Ρεσυλτσ υσινγ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm Πριορ ωιτη Μ=3

3 Οτηερ Πριορσ φορ Χηανγε−Ποιντσ

Τηε mαιν πυρποσε οφ τηισ παπερ ισ το δισχυσσ πριορσ φορ χηανγε−ποιντσ ωηιχη
αρε νονινφορmατιϖε, χοmπαραβλε το τηε mετηοδσ υσεδ βψ χλασσιχαλ εχονοmε−
τριχιανσ. Ηοωεϖερ, ιτ ισ ωορτη νοτινγ τηατ σεϖεραλ ινφορmατιϖε πριορσ αρε
ποπυλαρλψ υσεδ ωιτη χηανγε−ποιντ mοδελσ. Ιν τηισ σεχτιον, ωε βριε�ψ δεσχριβε
σοmε αππροαχηεσ ανδ σηοω ηοω σιmιλαρ ισσυεσ αρισε ωιτη τηεm. Ιν παρτιχυλαρ,
ιφ α παρτιχυλαρ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ισ ιmποσεδ ιν−σαmπλε τηεν ονε χαν
ενδ υπ ωιτη πριορσ ωηιχη αρε ινφορmατιϖε (παρτιχυλαρλψ νεαρ τηε ενδ οφ τηε
σαmπλε) ιν αν υνδεσιραβλε ωαψ. Τηισ χαν ηαϖε α συβσταντιαλ ιmπαχτ ον ποστε−
ριορ ινφερενχε ιν εmπιριχαλλψ−ρεασοναβλε δατα χον�γυρατιονσ. Ιτ ισ πρεφεραβλε
το τρεατ τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ασ υνκνοων ανδ εστιmατε ιτ. Ιν α σιmι−
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λαρ mαννερ ασ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ηασ υνδεσιραβλε προπερτιεσ ωηιχη
χαν βε ελιmινατεδ ιφ ωε υσε αν Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ, ωε δισχυσσ ηοω
οτηερ εξιστινγ αππροαχηεσ χαν βε εξτενδεδ.
Περηαπσ τηε mοστ ιν�υεντιαλ Βαψεσιαν χηανγε−ποιντ mοδελ ιν εχονοmετ−

ριχσ ισ δεϖελοπεδ ιν Χηιβ (1998).4 ςαριαντσ ον τηισ mοδελ αρε χοmmονλψ−υσεδ
ιν εmπιριχαλ ωορκ ιν εχονοmιχσ ανδ �νανχε [ε.γ. Παστορ ανδ Σταmβαυγη
(2001) ανδ Κιm, Νελσον ανδ Πιγερ (2004)]. Σεε αλσο Πεσαραν, Πεττενυζζο
ανδ Τιmmερmαν (2007) ανδ Μαηευ ανδ Γορδον (2007) φορ ρεχεντ εξτενσιονσ
οφ ρελεϖανχε φορ φορεχαστινγ ιν χηανγε−ποιντ mοδελσ. Χηιβ�σ mοδελ γρεω ουτ
οφ εαρλψ ωορκ βψ Χηερνο¤ ανδ Ζαχησ (1964). Τηε λαττερ πρεσεντεδ α mοδελ
ωηερε, ιν εαχη περιοδ τηερε ισ α χονσταντ προβαβιλιτψ οφ α χηανγε το α νεω
ρεγιmε. Ιφ α χηανγε οχχυρσ τηε mεαν οφ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε ισ περτυρβεδ
βψ α mεαν ζερο Νορmαλλψ διστριβυτεδ σηοχκ, ιφ νο χηανγε οχχυρσ τηε mεαν
ρεmαινσ τηε σαmε. Χηιβ (1998) γενεραλιζεδ τηε Χηερνο¤ ανδ Ζαχησ αππροαχη
σο τηατ τηε προβαβιλιτψ οφ χηανγε χουλδ ϖαρψ τηρουγη τιmε βψ τρεατινγ τηε
χηανγε−ποιντ προβλεm υσινγ ηιδδεν Μαρκοϖ χηαινσ. Ιν τηε αππροαχη οφ Χηιβ
(1998), τηε προβλεm οφ λοχατινγ τηε χηανγε−ποιντσ ισ χονϖερτεδ ιντο τηε προβ−
λεm οφ δετερmινινγ τηε δυρατιον οφ α Μαρκοϖ ρεγιmε. Ασ αργυεδ βψ Χηιβ, τηισ
αλλοωσ φορ τηε εστιmατιον οφ mοδελσ, υσινγ mοδερν Βαψεσιαν mετηοδσ, ωιτη
mυλτιπλε χηανγε−ποιντσ τηατ αππεαρ ινφεασιβλε υνδερ τηε στανδαρδ αππροαχη
το χηανγε−ποιντ προβλεmσ.
Το εξπλαιν τηε αππροαχη οφ Χηιβ (1998), ωε εξτενδ ουρ εαρλιερ νοτα−

τιον. Ρεmεmβερ τηατ ωε ηαϖε δατα ον α τιmε σεριεσ ϖαριαβλε, ψτ φορ τ =
1; : : : ; Τ ανδ λετ Ψι = (ψ1; : : : ; ψι)

0 δενοτε τηε ηιστορψ τηρουγη τιmε ι. Ρεγιmε
χηανγεσ δεπενδ υπον α δισχρετε ρανδοm ϖαριαβλε, στ, ωηιχη τακεσ ον ϖαλυεσ
φ1; 2; : : : ;Μγ. Τηε λικελιηοοδ φυνχτιον ισ δε�νεδ βψ ασσυmινγ π (ψτϕΨτ�1; στ = m) =
π (ψτϕΨτ�1;�m) φορ α παραmετερ ϖεχτορ �m φορ m = 1; : : : ;Μ . Τηυσ, χηανγε−
ποιντσ οχχυρ ατ τιmεσ �m δε�νεδ ασ

�m = φτ : στ+1 = m+ 1; στ = mγ φορ m = 1; : : : ;Μ � 1: (3.1)

Το αϖοιδ χονφυσιον, ιτ ισ ωορτη στρεσσινγ τηατ χηανγε−ποιντ mοδελσ χαν βε
παραmετεριζεδ ιν δι¤ερεντ ωαψσ. Wιτη ουρ Υνιφορm πριορσ, ωε παραmετεριζεδ
διρεχτλψ ιν τερmσ οφ τηε χηανγε−ποιντσ (ι.ε. � 1; ::; �Μ�1). Βυτ ονε χαν αλσο
ωορκ ιν τερmσ οφ στατεσ ωηιχη δενοτε εαχη ρεγιmε (ι.ε. στ). Ιτ ισ αλσο ποσσιβλε
το ωριτε mοδελσ ιν τερmσ οφ δυρατιονσ οφ ρεγιmεσ. Ιν τηε φολλοωινγ mατεριαλ,

4Οτηερ κεψ εαρλψ Βαψεσιαν ωορκ ιν τηε στατιστιχσ λιτερατυρε ινχλυδεσ Χαρλιν, Γελφανδ,
ανδ Σmιτη (1992), Βαρρψ ανδ Ηαρτιγαν (1993) ανδ Στεπηενσ (1994).
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ωε υσε αλλ οφ τηεσε παραmετεριζατιονσ, δεπενδινγ ον ωηιχη βεστ ιλλυστρατεσ τηε
ποιντσ ωε αρε mακινγ. Ηοωεϖερ, ωε δο στρεσσ τηατ τηεψ αρε εθυιϖαλεντ. Σο,
φορ ινστανχε, α τιmε σεριεσ οφ 100 δατα ποιντσ ωιτη α βρεακ ατ τηε 60τη χαν βε
εξπρεσσεδ ασ � 1 = 60, ορ στ = 1 φορ τ = 1; ::; 60;ανδ στ = 2 φορ τ = 61; ::; 100,
ορ δ1 = 60 ανδ δ2 = 40 (ωηερε δm δενοτεσ τηε δυρατιον οφ ρεγιmε m).
Χηιβ (1998) πυτσ α παρτιχυλαρ στρυχτυρε ον τηισ φραmεωορκ βψ ασσυmινγ

τηατ στ ισ Μαρκοϖιαν. Τηατ ισ,

Πρ (στ = ϕϕστ�1 = ι) =

8
>><

>>:

πι ιφ ϕ = ι 6=Μ
1� πι ιφ ϕ = ι+ 1
1 ιφ ι =Μ
0 οτηερωισε

(3.2)

Ιν ωορδσ, τηε τιmε σεριεσ ϖαριαβλε γοεσ φροm ρεγιmε το ρεγιmε. Ονχε ιτ ηασ
γονε τηρουγη τηε mτη ρεγιmε, τηερε ισ νο ρετυρνινγ το τηισ ρεγιmε. Ιτ γοεσ
τηρουγη ρεγιmεσ σεθυεντιαλλψ, σο ιτ ισ νοτ ποσσιβλε το σκιπ φροm ρεγιmε m το
ρεγιmεm+2. Ονχε ιτ ρεαχηεσ τηεΜ τη ρεγιmε ιτ σταψσ τηερε (ι.ε. ιτ ισ ασσυmεδ
τηατ τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ιν τηε σαmπλε ισ κνοων). Ιν Βαψεσιαν
λανγυαγε, (3.2) δεσχριβεσ α ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ τηε ϖεχτορ οφ στατεσ.5

Τηερε αρε mανψ αδϖανταγεσ το αδοπτινγ τηε φραmεωορκ οφ Χηιβ (1998).
Φορ ινστανχε, πρεϖιουσ mοδελσ τψπιχαλλψ ινϖολϖεδ σεαρχηινγ οϖερ αλλ ποσσιβλε
σετσ οφ χηανγε−ποιντσ. Τηισ ισ ωηατ ωε ηαϖε δονε ωιτη ουρ Υνιφορm πριορσ
ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον.6 Ιφ τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ισ εϖεν mοδερατελψ
λαργε, τηεν χοmπυτατιοναλ χοστσ χαν βεχοmε οϖερωηελmινγ. Βψ υσινγ τηε
Μαρκοϖ mιξτυρε mοδελ, τηε ποστεριορ σιmυλατορ ισ ρεχοϖερινγ ινφορmατιον
ον τηε mοστ λικελψ χηανγε−ποιντσ γιϖεν τηε σαmπλε ανδ τηε χοmπυτατιοναλ
βυρδεν ισ γρεατλψ λοωερεδ, mακινγ ιτ εασψ το εστιmατε mοδελσ ωιτη mανψ
χηανγε−ποιντσ. Ασ α διγρεσσιον, ιτ ισ ωορτη αχκνοωλεδγινγ τηατ νοτ αλλ νον−
Βαψεσιαν αππροαχηεσ ρεθυιρε σεαρχηινγ οϖερ αλλ ποσσιβλε σετσ οφ χηανγε−ποιντσ.
Τηε ιν�υεντιαλ αππροαχη οφ Βαι ανδ Περρον (1998) ισ λεσσ χοmπυτατιοναλλψ
βυρδενσοmε. Βαι ανδ Περρον σταρτ φροm τηε οβσερϖατιον τηατ τηερε αρε Τ (Τ +
1)=2 ωαψσ οφ παρτιτιονινγ τηε σαmπλε. Βαι ανδ Περρον τηεν σηοω ηοω αν
ε′χιεντ δψναmιχ προγραmmινγ mετηοδ χαν βε υσεδ το �νδ τηε γλοβαλ λεαστ
σθυαρεσ mινιmιζερ ιν τηε σπεχιαλ χασε οφ αλλ παραmετερσ ιν α λινεαρ χονδιτιοναλ

5Α νον−Βαψεσιαν mαψ πρεφερ το ιντερπρετ συχη αν ασσυmπτιον ασ παρτ οφ τηε λικελιηοοδ,
βυτ τηισ ισ mερελψ α σεmαντιχ διστινχτιον ωιτη νο ε¤εχτ ον στατιστιχαλ ινφερενχε [σεε, ε.γ.,
Βαψαρρι, DεΓροοτ ανδ Καδανε (1988)].

6Αλτηουγη, ασ δισχυσσεδ ιν Σεχτιον 2, ιτ ισ ποσσιβλε το δεϖελοπ ποστεριορ σιmυλατιον
αλγοριτηmσ ωηιχη δο νοτ ρεθυιρε τηισ.
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mεαν χηανγινγ ατ εαχη χηανγε−ποιντ ωιτη νο ρεστριχτιονσ ον τηε χοε′χιεντσ
χηανγεσ. Ιν τηισ σπεχιαλ χασε τηεψ ρεθυιρε ονλψΟ(Τ 2) χοmπυτατιονσ το �νδ τηε
λεαστ σθυαρεσ mινιmιζερ. Βυτ φορ mορε γενεραλ χασεσ, χοmπυτατιοναλ προβλεmσ
χαν βε σεριουσ ωιτη χηανγε−ποιντ mοδελσ. Βαψεσιαν ινφερενχε ιν τηε mοδελ οφ
Χηιβ (1998) ισ βασεδ ον α Μαρκοϖ Χηαιν Μοντε Χαρλο (ΜΧΜΧ) αλγοριτηm
ωιτη δατα αυγmεντατιον ανδ ωε ρεφερ τηε ρεαδερ το τηατ παπερ φορ δεταιλσ.
Χηιβ χηοσε το mοδελ τηε τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ οφ τηε στατεσ ασ ηαϖινγ α

χονσταντ ηαζαρδ. Τηισ ισ σιmιλαρ το Χηερνο¤ ανδ Ζαχησ (1964) ωηο ασσυmεδ
α χονσταντ προβαβιλιτψ οφ τρανσιτιον (αλτηουγη Χηιβ αλλοωεδ τηε τρανσιτιον
προβαβιλιτψ το βε δι¤ερεντ φορ δι¤ερεντ ρεγιmεσ). Ονε χονσεθυενχε οφ τηε
χονσταντ ηαζαρδ ισ τηατ ρεγιmε δυρατιον σατισ�εσ α Γεοmετριχ διστριβυτιον.
Τηε Γεοmετριχ διστριβυτιον ισ δεχρεασινγ ιν τηε δυρατιον ανδ, τηυσ, τηε ιm−
πλιεδ διστριβυτιον οφ τηε χηανγε−ποιντσ αλσο αδοπτσ τηισ προπερτψ. Τηυσ, τηισ
πριορ ισ νοτ νονινφορmατιϖε ιν τηε σενσε τηατ τηε Υνιφορm πριορ ισ. Φορ mανψ
αππλιχατιονσ, Χηιβ�σ πριορ mιγητ βε σενσιβλε. Ηοωεϖερ, φορ οτηερσ ιτ mαψ βε
τοο ρεστριχτιϖε. Φορ ινστανχε, ιν τηε χασε οφ α σινγλε χηανγε−ποιντ, � 1, ισ ιτ
αλωαψσ τηε χασε τηατ εαρλιερ ϖαλυεσ οφ � 1 σηουλδ βε πρεφερρεδ το λατερ? Τηε
χλασσιχαλ χηανγε−ποιντ λιτερατυρε ιmπλιχιτλψ ρεϖεαλσ α πρεφερενχε φορ πριορσ ον � 1
ωηιχη αρε Υνιφορm (ι.ε. βεφορε σεεινγ τηε δατα, εϖερψ ϖαλυε φορ � 1, απαρτ φροm
ινιτιαλ χονδιτιονσ ανδ ενδποιντσ, ισ τρεατεδ ασ βεινγ εθυαλλψ λικελψ). Συχη ιν−
φορmαλ δισχυσσιον συγγεστσ ωε σηουλδ ατ λεαστ ινϖεστιγατε τηε χονσεθυενχεσ οφ
τηισ παρτιχυλαρ χηοιχε οφ ηιεραρχηιχαλ πριορ ανδ χονσιδερ ποσσιβλε αλτερνατιϖεσ.
Εθυατιον (3.2) δε�νεσ α ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ τηε στατεσ. Το χοmπλετε

τηε mοδελ, α πριορ φορ πm ισ ρεθυιρεδ. Χηιβ (1998) ανδ συβσεθυεντ παπερσ
ηαϖε ασσυmεδ τηισ το βε α Βετα πριορ ωιτη ηψπερπαραmετερσ �1; �2:

7 Ιν τηισ
σεχτιον, ωε ωιλλ ρεφερ το τηε χηανγε−ποιντ mοδελ ωιτη ηιεραρχηιχαλ πριορ γιϖεν
βψ (3.2) ωιτη α Βετα πριορ φορ τηε τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ ασ τηε Χηιβ mοδελ.
Νοτε, αλσο, τηατ ιν τηε φολλοωινγ mατεριαλ, ωε δισχυσσ ηιεραρχηιχαλ πριορσ φορ
ϖαριουσ φεατυρεσ (ε.γ. ιν τηε Χηιβ mοδελ, τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ δυρατιονσ
ισ Γεοmετριχ ανδ δεπενδσ υπον τηε τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ ωηιχη ηαϖε α
Βετα πριορ) ασ ωελλ ασ mαργιναλ πριορσ (ε.γ. ιν τηε Χηιβ mοδελ, ωε χαν
δεριϖε α mαργιναλ πριορ φορ τηε δυρατιονσ βψ ιντεγρατινγ ουτ τηε τρανσιτιον
προβαβιλιτιεσ υσινγ τηειρ Βετα πριορ). Ιτ ισ ιmπορταντ φορ τηε ρεαδερ το κεεπ
χλεαρ τηεσε τωο τψπεσ οφ πριορσ. Νοτε τηατ τηε mαργιναλ πριορ προβαβιλιτψ φορ

7Σεε, ε.γ., Ποιριερ (1995), παγεσ 104−105 φορ τηε δε�νιτιον ανδ προπερτιεσ οφ τηε Βετα
διστριβυτιον.
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τηε ρεγιmε δυρατιονσ φορ τηε Χηιβ mοδελ ισ:

π(δm) =
Β(�1 + δm � 1; �2 + 1)

Β(�1; �2)
; δ = 1; 2 : : : ; : (3.3)

ωηερε Β(�1; �2) =
�(�

1
)�(�

2
)

�(�
1
+�

2
)
ισ τηε Βετα φυνχτιον. Ιτ χαν βε χον�ρmεδ τηατ ιφ

�2 � 1 τηεν τηε εξπεχτεδ δυρατιον δοεσ νοτ εξιστ. Φυρτηερ, π(δm) > π(δm+1)
σο τηατ τηισ διστριβυτιον ισ mονοτονιχαλλψ δεχρεασινγ. Τηισ ιλλυστρατεσ α ποιντ
ωε ηαϖε mεντιονεδ αβοϖε: τηισ πριορ ιmπλιεσ τηατ ρεγιmε δυρατιονσ οφ δm αρε
mορε λικελψ τηαν δm+1 . Νοτε τηατ τηισ προπερτψ ισ πρεσεντ βοτη βοτη ιν τηε
ηιεραρχηιχαλ πριορ, π (δmϕπm), ανδ τηε mαργιναλ πριορ, π (δm).
Τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ ιν (3.2) χαν βε χοmβινεδ ωιτη α λικελιηοοδ φυνχτιον

ωιτηιν εαχη ρεγιmε (ε.γ. εθυατιον 1.1) το προδυχε α χηανγε−ποιντ mοδελ ωιτη
Μ ρεγιmεσ. Ηοωεϖερ, νοτε τηατ σο φαρ τηερε ισ νοτηινγ ιν (3.2) αλονε ωηιχη
ιmποσεσ τηατ εξαχτλψ Μ ρεγιmεσ οχχυρ ιν−σαmπλε. Ινδεεδ, ιφ πι > 0, (3.2)
ιmπλιεσ τηερε ισ σοmε προβαβιλιτψ τηατ α χηανγε ωιλλ νεϖερ οχχυρ ιν �νιτε
τιmε. Ονε ωαψ το σεε τηισ ισ το χονσιδερ τηε δυρατιον οφ εαχη ρεγιmε. Ασ ωε
ηαϖε σεεν, βψ χονστρυχτιον τηε δυρατιον οφ εαχη ρεγιmε, δm, ηασ α Γεοmετριχ
διστριβυτιον ανδ, τηυσ, τηε εξπεχτεδ δυρατιον ισ γιϖεν βψ 1=(1�πm). Wιτηουτ
φυρτηερ ρεστριχτιονσ, τηερε ισ ποσιτιϖε προβαβιλιτψ τηατ εϖεν τηε σεχονδ ρεγιmε
ωιλλ νοτ βε ρεαχηεδ ιν α σαmπλε σιζε οφ Τ: Συχη α χηανγε−ποιντ mοδελ ωουλδ
βε αναλογουσ το ουρ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ωηερε σοmε οφ τηε χηανγε−
ποιντσ χουλδ οχχυρ ουτ οφ σαmπλε (ανδ ινδεεδ συχη α πριορ ωουλδ βε δεσιραβλε
φορ τηισ ϖερψ ρεασον).
Νεϖερτηελεσσ, τηε εξιστινγ λιτερατυρε υσινγ τηε Χηιβ mοδελ δοεσ ιmποσε

Μ ρεγιmεσ ιν−σαmπλε. Τηισ χαν βε δονε τηρουγη ρεστριχτινγ τηε πριορ. Το σεε
ωηατ φορm τηεσε ρεστριχτιονσ τακε, νοτε τηατ (3.2) ον ιτσ οων ιmπλιεσ

Πρ[σΤ =Μ ϕσΤ�1 =Μ ] = 1;Πρ[σΤ =Μ ϕσΤ�1 =Μ � 1] = 1� πΜ�1:

Ιν ωορδσ, τηισ σαψσ �ιφ ατ τιmε Τ�1, ψου αρε ιν ρεγιmεΜ�1, τηερε ισ νοτηινγ
ωηιχη γυαραντεεσ ψου ωιλλ γο το ρεγιmε Μ νεξτ περιοδ�. Βυτ τηισ χαν εασιλψ
βε ρεστριχτεδ το:

Πρ[σΤ =Μ ϕσΤ�1 =Μ ] = Πρ[σΤ =Μ ϕσΤ�1 =Μ � 1] = 1 (3.4)

ωηιχη σαψσ �ιφ ατ τιmε Τ � 1, ψου αρε ιν ρεγιmε Μ � 1, τηεν ψου mυστ
σωιτχη ρεγιmεσ το ενσυρε τηατ εξαχτλψ Μ ρεγιmεσ οχχυρ ιν−σαmπλε�. Συχη
α ρεστριχτιον ισ ενουγη το ενσυρε τηε mοδελ ωιτη Μ = 2 ηασ εξαχτλψ ονε
χηανγε−ποιντ. Φορ Μ = 3 ωε ρεθυιρε τηε αδδιτιοναλ ρεστριχτιον:
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Πρ[σΤ�1 =Μ � 1ϕσΤ�2 =Μ � 2] = 1

ανδ αναλογουσ αδδιτιοναλ ρεστριχτιονσ αρε ρεθυιρεδ φορ Μ > 3.
Ιν τηε ωορκινγ παπερ ϖερσιον οφ τηισ παπερ,8 ωε προϖιδε φυρτηερ δεταιλσ

ον βοτη τηεσε πριορσ (ι.ε. τηε υνρεστριχτεδ Χηιβ mοδελ ανδ τηε Χηιβ mοδελ
ωιτη πριορ ρεστριχτιονσ ιmποσεδ το ενσυρε εξαχτλψ Μ � 1 χηανγε−ποιντσ οχχυρ
ιν−σαmπλε). Ιν παρτιχυλαρ, ωε σηοω ηοω τηε αλγοριτηm οφ Χηιβ (1996) χαν
βε υσεδ εϖεν ωιτη τηε πριορ ρεστριχτιονσ. Φυρτηερmορε, ωε σηοω ηοω τηεσε
πριορ ρεστριχτιονσ χαν βε υνδεσιραβλε ιν τηε σενσε οφ πλαχινγ α γρεατ δεαλ οφ
πριορ ωειγητ ιν φαϖορ οφ χηανγε−ποιντσ νεαρ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε. Σινχε τηε
ρεασονσ φορ τηισ �πιλε υπ οφ πριορ προβαβιλιτψ ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε� αρε
mυχη τηε σαmε ασ φορ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ, ωε ωιλλ νοτ ρεπεατ τηισ
mατεριαλ ηερε. Τηεψ ωιλλ βε ιλλυστρατεδ εmπιριχαλλψ βελοω. Βυτ ωε δο στρεσσ
τηατ τηε σαmε ισσυεσ ασ δισχυσσεδ ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον ηολδ ωιτη τηε Χηιβ
mοδελ, ανδ ινδεεδ φορ ανψ mοδελ ωηιχη ιmποσεσ αν εξαχτ νυmβερ οφ ρεγιmεσ
ιν−σαmπλε.
Βεφορε τυρνινγ το αν εmπιριχαλ ιλλυστρατιον, ιτ ισ ωορτηωηιλε στρεσσινγ τηατ

εξτενδινγ Χηιβ�σ mοδελ το αλλοω φορ χηανγε−ποιντσ το οχχυρ ουτ−οφ−σαmπλε
ισ τριϖιαλ. Ονε χαν σιmπλψ νοτ ιmποσε πριορ ρεστριχτιονσ συχη ασ (3.4). Ονε
ασπεχτ οφ τηε mοδελ δεϖελοπεδ ιν Κοοπ ανδ Ποττερ (2007) ηασ α σιmιλαρ προπ−
ερτψ.9 Τηατ ισ, ιν ουρ πρεϖιουσ ωορκ ωε υσε α Ποισσον διστριβυτιον φορ τηε
δυρατιον διστριβυτιον. Τηισ αλλοωσ φορ χηανγε−ποιντσ το οχχυρ ουτ−οφ−σαmπλε
ιν α σιmιλαρ mαννερ ασ ουρ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ. Τηε Ποισσον διστρι−
βυτιον, ηοωεϖερ, ιmπλιεσ α πριορ διστριβυτιον φορ τηε χηανγε−ποιντσ ωηιχη ισ
φαρ φροm �ατ ανδ, ηενχε, mαψ νοτ βε συιταβλε φορ τηε Βαψεσιαν ωισηινγ το
ηαϖε α �νονινφορmατιϖε� πριορ οϖερ τηε χηανγε−ποιντσ. ΜχΧυλλοχη ανδ Τσαψ
(1993) ανδ Γιορδανι ανδ Κοην (2006) αρε οτηερ αππροαχηεσ το χηανγε−ποιντ
mοδελινγ ωηιχη δο νοτ ιmποσε α �ξεδ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ιν−σαmπλε.
Τηε βασιχ ιδεα οφ βοτη τηεσε αππροαχηεσ ισ τηατ τηερε ισ σοmε προβαβιλιτψ οφ
σωιτχηινγ ρεγιmεσ εαχη περιοδ (ε.γ. ΜχΧυλλοχη ανδ Τσαψ, 1993, σιmπλψ ηαϖε
α Βερνουλλι προβαβιλιτψ οφ χηανγε, π, ωηιχη ισ τηε σαmε ιν εϖερψ περιοδ) ανδ,

8Αϖαιλαβλε ατ ηττπ://περσοναλ.στρατη.αχ.υκ/γαρψ.κοοπ/.
9Μυχη οφ Κοοπ ανδ Ποττερ (2007) ρελατεσ το ηιεραρχηιχαλ πριορ ελιχιτατιον ρελατινγ το

ρεγιmε χοε′χιεντσ (ε.γ. το λινκ χοε′χιεντσ ιν δι¤ερεντ ρεγιmεσ τογετηερ ιν α σενσιβλε
mαννερ). Ουρ πρεϖιουσ παπερ αλσο δεϖελοπσ ηιεραρχηιχαλ πριορσ φορ παραmετερσ οφ δυρατιον
διστριβυτιονσ (ε.γ. σο τηατ τηε δυρατιον οφ α παστ ρεγιmε χαν προϖιδε σοmε ινφορmατιον
αβουτ τηε λικελψ δυρατιον οφ τηε χυρρεντ ρεγιmε). Συχη χονσιδερατιονσ αρε νοτ δισχυσσεδ ιν
τηισ παπερ, αλτηουγη τηεψ χουλδ εασιλψ βε αδδεδ το ουρ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ.
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τηυσ, τηε νυmβερ οφ σωιτχηεσ ωηιχη αχτυαλλψ οχχυρ ιν−σαmπλε ισ υνκνοων ανδ
εστιmατεδ φροm τηε δατα. Λικε Κοοπ ανδ Ποττερ (2007), τηεσε mοδελσ δο νοτ
ηαϖε �ατ πριορσ οϖερ τηε χηανγε−ποιντσ.

3.1 Εmπιριχαλ Ιλλυστρατιον Υσινγ Χοαλ Μινινγ Dατα

Ιν τηισ σεχτιον, φολλοωινγ Χηιβ (1998), ωε ινϖεστιγατε τηε εmπιριχαλ περφορ−
mανχε οφ ουρ πριορσ ιν α χοmmονλψ−υσεδ δατα σετ. Wε χονσιδερ τηε χοαλ
mινινγ δισαστερ δατα οφ ϑαρρεττ (1979) ανδ χονσιδερ τηε χασεσ οφ ζερο, ονε
ορ τωο χηανγε−ποιντσ υσινγ τηε Χηιβ mοδελ ασ ωελλ ασ τηε Ρεστριχτεδ ανδ
Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορσ.
Τηε πριορ φορ τηε Χηιβ mοδελ ρεθυιρεσ τηε σελεχτιον οφ πριορ ηψπερπαρα−

mετερσ φορ τηε τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ, �1 ανδ �2. Το αιδ ιν πριορ ελιχιτατιον,
αν εξαmινατιον οφ (3.3) ινδιχατεσ τηατ, φορ ϖαλυεσ οφ �2 χλοσε το ζερο ανδ �1
ρελατιϖελψ λαργε, ωε ηαϖε π(δm) � π(δm + 1) φορ λαργερ ϖαλυεσ οφ δm: Περηαπσ
ρε�εχτινγ α πρεφερενχε φορ πριορσ ωηιχη αρε ��ατ� οϖερ ποσσιβλε χηανγε−ποιντσ,
ιν mανψ αππλιχατιονσ (φορ εξαmπλε Χηιβ, 1998, Κιm ανδ Νελσον, 1999, ανδ
Κιm, Νελσον ανδ Πιγερ, 2004) �2 ηασ βεεν σετ το α σmαλλ ϖαλυε λεσσ τηαν 1:
Ιν Χηιβ (1998) τηε χηοιχε �2 = 0:1 ανδ �1 = 8 ωασ mαδε: Wε ωιλλ αλσο υσε
τηεσε ϖαλυεσ φορ τηε χασε ωιτη ονε χηανγε−ποιντ. Νοτε τηατ τηισ ιmπλιεσ τηατ
τηε mαργιναλ πριορ οφ ρεγιmε δυρατιον ισ αππροξιmατελψ �ατ, βυτ τηε εξπεχτεδ
δυρατιον δοεσ νοτ εξιστ (σεε δισχυσσιον αφτερ εθυατιον 3.3). Ηενχε, συχη α
χηοιχε οφ πριορ ηψπερπαραmετερσ mαψ γετ αρουνδ τηε ποσσιβλψ υναττραχτιϖε
προπερτψ τηατ τηε πριορ ισ ινφορmατιϖε φορ τηε χηανγε−ποιντσ (ε.γ. ιτ φαϖορσ
σηορτερ δυρατιονσ το λονγερ ονεσ), βυτ ραισεσ τηε ποσσιβιλιτψ τηατ τηε προβλεmσ
ρελατινγ το τηε ρεστριχτιϖε πριορ ρεθυιρεδ το ενσυρε εξαχτλψ Μ ρεγιmεσ εξιστ
mαψ βε εξαχερβατεδ.
Ασ ωε ηαϖε σεεν, τηε mοδελ οφ Χηιβ ρεθυιρεσ υσ το αδδ ρεστριχτιονσ αναλο−

γουσ το (3.4) το ενσυρε τηατ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ ασσυmεδ ιν τηε mοδελ
δο ιν φαχτ οχχυρ. Ιν τηε χασε οφ Μ = 2, τηισ χαν βε δονε βψ τρυνχατινγ τηε
διστριβυτιον οφ τηε δυρατιον οφ ρεγιmε 1 ατ δ1 = Τ � 1 ανδ ασσιγνινγ αλλ τηε
ρεmαινινγ προβαβιλιτψ το τηισ ποιντ. Ιν τηε χοαλ mινινγ δισαστερ δατα τηερε
αρε 112 οβσερϖατιονσ, ηενχε, φορ τηε ονε χηανγε−ποιντ χασε ωε χαν υσε (3.3)
το γετ

Π [� 1 = 111] = Π [δ1 = 111] = 1�
110Ξ

δ=1

Β(7 + δ; 1:1)

Β(8; 0:1)
= 0:76: (3.5)
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Τηυσ, τηε πριορ ρεθυιρεδ το ιmποσε εξαχτλψ ονε χηανγε−ποιντ ισ αλλοχατινγ α
γρεατ δεαλ οφ ωειγητ το ρεγιmε χηανγεσ ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε. Τηε πριορ
ρεθυιρεδ το ιmποσε εξαχτλψ τωο χηανγε−ποιντσ ηασ α σιmιλαρ προπερτψ. Φορ τηισ
χασε, ωε φολλοω Χηιβ (1998) ανδ ασσυmε ινδεπενδεντ Βετα πριορσ φορ τηε τωο
τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ, εαχη ωιτη ηψπερπαραmετερσ 5 ανδ 0:1 (ανδ ιmποσε
πριορ ρεστριχτιονσ ον τηε ενδποιντσ αναλογουσ το εθυατιον 3.5). Ιν τηισ χασε
ασ ωελλ, τηερε ισ α ηυγε σπικε ιν τηε πριορ ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε.
Το χαρρψ ουτ ουρ αππλιχατιον, ωε νεεδ το σπεχιφψ α λικελιηοοδ ανδ α mετηοδ

φορ ποστεριορ αναλψσισ. Σινχε τηισ δατα ισ α χουντ οφ mινινγ δισαστερσ βψ ψεαρ
α Ποισσον λικελιηοοδ ισ ρεασοναβλε. Χηιβ ασσυmεσ τηε πριορσ ον τηε Ποισσον
ιντενσιτιεσ ιν τηε δι¤ερεντ ρεγιmεσ, �m, το βε Γ(�m; �m) φορ m = 1; : : : ;Μ .
Τηρουγηουτ τηε φολλοωινγ mατεριαλ, ωε υσε τηε σαmε ϖαλυεσ φορ �m; �m ασ
ιν Χηιβ (1998). Τηατ ισ, φορ τηε ζερο ανδ ονε χηανγε−ποιντ χασεσ, ωε σετ
�m = 2; �

m
= 1. Φορ τηε τωο χηανγε−ποιντ χασε, ωε σετ �m = 3; �

m
= 1.

Υνδερ τηεσε ασσυmπτιονσ τηε ποστεριορ οφ τηε χηανγε−ποιντσ χαν βε φουνδ (σεε
Χηιβ, 1998, ορ τηε αππενδιξ το τηε ωορκινγ παπερ ϖερσιον οφ τηισ παπερ).
Wιτη ρεγαρδσ το τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ωε σετ Μ = 3 ανδ χ =

Τ�2
Τ
, ϖαλυεσ χονσιστεντ ωιτη πρεϖιουσ ωορκ ωιτη τηισ δατα ωηιχη ηασ ινδιχατεδ

ονε ορ τωο χηανγε−ποιντσ. Φορ τηε Χηιβ mοδελ ανδ Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ
ωε τρψ Μ = 2 ανδ Μ = 3 (ασ ωελλ ασ τηε mοδελ ωιτη νο χηανγε−ποιντσ). Φορ
τηε σακε οφ βρεϖιτψ, ωε δο νοτ πρεσεντ �γυρεσ φορ τηε πριορσ, αλτηουγη ιτ ισ
ωορτη στρεσσινγ τηατ τηε πριορσ φορ χηανγε−ποιντσ ιν τηε Χηιβ mοδελ ηασ τηε
ηυγε σπικεσ νεαρ τηε ενδ νοτεδ πρεϖιουσλψ (σεε εθυατιον 3.5).
Φορ τηε χασε ωηερε α σινγλε χηανγε−ποιντ ισ ασσυmεδ το εξιστ, τηε Χηιβ

mοδελ ανδ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ψιελδ εσσεντιαλλψ τηε σαmε ποστεριορ
σο, φορ τηε σακε οφ βρεϖιτψ, τηεψ αρε νοτ πλοττεδ. Ηοωεϖερ, ωηεν ωε ασσυmε
τωο χηανγε−ποιντσ ωε βεγιν το σεε τηε ε¤εχτσ οφ πριορ ασσυmπτιονσ. Τηε
ποστεριορσ φορ � 1 ανδ � 2 φορ τηε Χηιβ mοδελ ανδ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ
αρε πλοττεδ ιν Φιγυρεσ 710 ανδ 8, ρεσπεχτιϖελψ. Φορ � 1, τηε ποστεριορσ υνδερ
τηε τωο πριορσ αρε νοτ τοο δι¤ερεντ, αλτηουγη τηε ινφορmατιϖενεσσ οφ τηε πριορ
υσεδ ιν τηε Χηιβ mοδελ ισ χλεαρλψ ηαϖινγ αν ιmπαχτ ατ τηε βεγιννινγ οφ τηε
σαmπλε. Ηοωεϖερ, φορ � 2 τηε τωο πριορσ αρε ψιελδινγ συβσταντιϖελψ δι¤ερεντ
ποστεριορσ. Νοτε ιν παρτιχυλαρ τηατ τηε ποστεριορ οφ � 2 φορ Χηιβ�σ mοδελ ηασ α
ηυγε σπικε ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε. Τηισ ισ δυε το τηε πριορ (σεε εθυατιονσ
3.4 ορ 3.5) ωηιχη ιmποσεσ εξαχτλψ τωο χηανγε−ποιντσ ιν−σαmπλε. Wε δο νοτ

10Τηε χοαλ mινινγ δατα ενδσ ιν 1962, βυτ Φιγυρε 7 ισ τρυνχατεδ ιν 1900 σινχε τηε προβ−
αβιλιτψ τηατ �1 οχχυρσ αφτερ 1900 ισ εσσεντιαλλψ ζερο.
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πρεσεντ ρεσυλτσ φορ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm Πριορ ωιτη Μ = 3, βυτ νοτε τηατ
τηε πιλε υπ οφ προβαβιλιτψ ιν τηε ποστεριορ φορ � 2 νεαρ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε
ισ mυχη λεσσ αππρεχιαβλε τηαν φορ τηε Χηιβ mοδελ. Τηυσ, ωε αρε �νδινγ πριορ
σενσιτιϖιτψ εϖεν ωηεν σταψινγ ιν τηε χλασσ οφ mοδελσ ωηιχη ιmποσε α πρεχισε
νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ.

Φιγυρε 7: Ποστεριορσ οφ Φιρστ Χηανγε−ποιντ υσινγ Χοαλ Μινινγ Dισαστερ
Dατα

Τηε ρεαδερ mαψ συσπεχτ τηατ ουρ �νδινγσ οφ πριορ σενσιτιϖιτψ αρε οχχυρρινγ
ιν α mοδελ ωηιχη ισ νοτ συππορτεδ βψ τηισ δατα. Το ινϖεστιγατε τηισ ισσυε,
Ταβλε 4 ρεπορτσ mαργιναλ λικελιηοοδσ φορ τηε ϖαριουσ mοδελσ. Νοτε τηατ, ασ
ωιτη τηε ΑΡ mοδελ υσεδ ιν τηε πρεϖιουσ εmπιριχαλ ιλλυστρατιονσ, τηεσε χαν βε
χαλχυλατεδ αναλψτιχαλλψ σινχε, χονδιτιοναλ ον τηε χηανγε−ποιντσ, α χλοσεδ φορm
εξπρεσσιον φορ τηε mαργιναλ λικελιηοοδ εξιστσ (σεε τηε αππενδιξ το τηε ωορκινγ
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παπερ ϖερσιον οφ τηισ παπερ αϖαιλαβλε ατ ηττπ://περσοναλ.στρατη.αχ.υκ/γαρψ.κοοπ/).
Τηεσε χονδιτιοναλ mαργιναλ λικελιηοοδσ χαν βε αϖεραγεδ οϖερ τηε χηανγε−
ποιντσ υσινγ τηε αππροπριατε πριορ το ψιελδ αν εξαχτ (υνχονδιτιοναλ) mαργιναλ
λικελιηοοδ (σεε εθυατιον 2.10).
Ταβλε 4 πρεσεντσ στρονγ εϖιδενχε τηατ ατ λεαστ ονε χηανγε−ποιντ ισ πρεσεντ.

Τηε ονε ανδ τωο χηανγε−ποιντ mοδελσ ρεχειϖε ρουγηλψ εθυαλ συππορτ. Νοτε
αλσο τηατ τηε mοδελσ ωιτη Υνιφορm πριορσ ρεχειϖε mορε συππορτ φροm τηε δατα
τηαν τηε Χηιβ mοδελ. Τηυσ, ωε αρε �νδινγ σενσιτιϖιτψ το τηε πριορ ιν α
mοδελ ωηιχη δοεσ ρεχειϖε αππρεχιαβλε συππορτ φροm τηε δατα. Φυρτηερmορε,
ονε mιγητ αργυε τηατ ιτ ισ τηε mορε ρεασοναβλε πριορ (ι.ε. τηε Υνρεστριχτεδ
Υνιφορm πριορ) τηατ ισ ρεχειϖινγ mορε συππορτ φροm τηε δατα.

Ταβλε 4: Λογ Μαργιναλ Λικελιηοοδσ φορ Dι¤ερεντ Μοδελσ/Πριορσ
Νο χηανγε−ποιντσ �206:21
1 χηανγε−ποιντ Χηιβ mοδελ �178:35
Ρεστριχτεδ Υνιφορm (Μ = 2) �176:76
2 χηανγε−ποιντ Χηιβ mοδελ �178:96
Ρεστριχτεδ Υνιφορm (Μ = 2) �177:35
Υνρεστριχτεδ Υνιφορm �177:19

Ανοτηερ ωαψ οφ εξαmινινγ τηε ε¤εχτ οφ τηε ϖαριουσ πριορσ ισ το εξαm−
ινε τηε πρεδιχτιϖε διστριβυτιον, π (ψΤ+1ϕΨΤ ), φορ αν ουτ−οφ−σαmπλε οβσερϖα−
τιον. Τηε αππενδιξ το τηε ωορκινγ παπερ ϖερσιον οφ τηισ παπερ δεσχριβεσ ηοω
Βαψεσιαν πρεδιχτιϖε ινφερενχε χαν βε δονε ιν τηε Χηιβ mοδελ ωιτη Ποισσον
λικελιηοοδσ ιν εαχη ρεγιmε. Φορ τηε Χηιβ mοδελ ανδ τηε Ρεστριχτεδ Υνιφορm
πριορ, ωε δο Βαψεσιαν mοδελ αϖεραγινγ αχροσσ mοδελσ ωιτη δι¤ερινγ νυmβερ
οφ χηανγε−ποιντσ. Τηισ χαν βε δονε ιν α στραιγητφορωαρδ φασηιον βψ ωειγητ−
ινγ τηε ρεσυλτινγ πρεδιχτιϖε διστριβυτιον βψ τηε ποστεριορ προβαβιλιτιεσ οφ τηε
ϖαριουσ χηανγε−ποιντ mοδελσ. Τηε λαττερ χαν βε διρεχτλψ χαλχυλατεδ φροm τηε
λογ mαργιναλ λικελιηοοδσ ιν Ταβλε 4. Πρεδιχτιονσ υσινγ τηε Υνρεστριχτεδ Υνι−
φορm πριορ αλρεαδψ ιmπλιχιτλψ αϖεραγε αχροσσ mοδελσ ωιτη δι¤ερινγ νυmβερσ
οφ χηανγε−ποιντσ.
Ιτ χαν βε σεεν τηατ τηε χαλχυλατιον οφ τηε πρεδιχτιϖε διστριβυτιονσ δεπενδσ

χρυχιαλλψ ον τηε πριορ οϖερ τηε χηανγε−ποιντσ ασσυmεδ. Τηε δι¤ερεντ πανελσ οφ
Φιγυρε 9 αρε πρεδιχτιϖε διστριβυτιονσ υσινγ ουρ τηρεε δι¤ερεντ χλασσεσ οφ πριορ.
Φορ τηε Χηιβ mοδελ ανδ Ρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ, ωε αϖεραγε οϖερ ονε ανδ
τωο χηανγε−ποιντ mοδελσ. Τηε Χηιβ mοδελ πριορ ψιελδσ α φορεχαστ διστριβυτιον
ωηιχη ισ ϖερψ δι¤ερεντ φροm ειτηερ οφ τηε Υνιφορm πριορσ. Νοτε τηατ τηε Χηιβ
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mοδελ πλαχεσ προβαβιλιτψ οφ mορε τηαν
1

3
ον τωο ορ mορε δισαστερσ περ ψεαρ.

Ηοωεϖερ, ουρ Υνιφορm πριορσ ψιελδ φορεχαστ διστριβυτιονσ (σεε τηε βοττοm τωο

πανελσ οφ Φιγυρε 9) ωηιχη ινδιχατε ρουγηλψ
1

5
χηανχε οφ τωο ορ mορε mινινγ

δισαστερσ περ ψεαρ. Τηισ ρεινφορχεσ α χεντραλ mεσσαγε οφ τηισ παπερ: πριορσ
mαττερ ιν χηανγε−ποιντ mοδελσ.
Ιτ ισ ωορτη mεντιονινγ τηατ αν υνρεστριχτεδ ϖερσιον οφ τηε πριορ υσεδ ιν

τηε Χηιβ mοδελ χαν βε δεριϖεδ ιν αν αναλογουσ mαννερ το ωηατ ωε ηαϖε δονε
ωιτη ουρ Υνιφορm πριορσ (ι.ε. βψ νοτ ιmποσινγ α ρεστριχτιον συχη ασ (3.4) ανδ
αλλοχατινγ πριορ ωειγητ ουτσιδε οφ τηε οβσερϖεδ σαmπλε). Φορ βρεϖιτψ ωε δο
νοτ δο τηισ ηερε. Συχη α πριορ δοεσ νοτ ηαϖε τηε ποορ προπερτιεσ σεεν ιν τηε
τοπ πανελ οφ Φιγυρε 9 ανδ τηε ρεσυλτινγ ποστεριορσ λοοκ α βιτ mορε λικε τηοσε
φουνδ υσινγ τηε Υνιφορm πριορσ. Βυτ συβσταντιϖε δι¤ερενχεσ εξιστ ανδ, ιν τηισ
αππλιχατιον, mαργιναλ λικελιηοοδσ ινδιχατε τηατ Υνιφορm πριορσ αρε πρεφερρεδ.
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Φιγυρε 9: Πρεδιχτιϖε Dιστριβυτιονσ φορ Χοαλ Μινινγ Dισαστερ Dατα

Φιναλλψ, ασ ωιτη ουρ ΓDΠ γροωτη εξαmπλε, ιτ ισ ωορτη νοτινγ τηατ, ιν−
στεαδ οφ σελεχτινγ χ φορ τηε Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ, ωε χαν τρεατ ιτ ασ αν
υνκνοων παραmετερ ανδ εστιmατε ιτ (ορ ιντεγρατε ιτ ουτ). Φορ φορεχαστινγ,
τηε υσε οφ συχη α ηιεραρχηιχαλ πριορ ηασ α γρεατ αδϖανταγε ιν τηατ τηε υπδατ−
ινγ οφ χ ιmπλιεσ τηατ ινφορmατιον ιν−σαmπλε χαν βε υσεδ φορ πρεδιχτινγ τηε
λικελιηοοδ οφ α βρεακ ουτ−οφ−σαmπλε. Μανψ αυτηορσ ηαϖε αργυεδ τηατ ποορ
φορεχαστινγ περφορmανχε οφ mανψ mαχροεχονοmιχ mοδελσ ισ λαργελψ δυε το
στρυχτυραλ βρεακσ (σεε, αmονγ mανψ οτηερσ, Χλεmεντσ ανδ Ηενδρψ, 1999, ορ
Πεσαραν, Πεττενυζζο ανδ Τιmmερmαν, 2007). Ιν λιγητ οφ τηισ ισσυε, α mοδελ,
συχη ασ τηε ονε ιντροδυχεδ ηερε, ωηιχη αττεmπτσ το mοδελ τηε προβαβιλιτψ οφ
ουτ−οφ−σαmπλε χηανγε ισ ποτεντιαλλψ οφ γρεατ υσε.11

11Ηιεραρχηιχαλ πριορσ φορ ρεγιmε−σπεχι�χ λικελιηοοδ παραmετερσ, �m, χαν αλσο βε οφ υσε ιν
ιmπροϖινγ φορεχαστ περφορmανχε ιν τηε πρεσενχε οφ στρυχτυραλ χηανγε. Σεε Κοοπ ανδ Ποττερ
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Ιν τηε χοαλ mινινγ δισαστερ δατα, τηερε ισ φαιρλψ χλεαρ εϖιδενχε οφ ονε ορ
τωο βρεακσ, βυτ νοτ mορε. Ιφ ωε σετ Μ = 3 ανδ π (χϕα) = Υ

�
1
2
; 2
�
ωε οβταιν

πρεδιχτιϖε διστριβυτιονσ ωηιχη αρε θυιτε σιmιλαρ το τηοσε γιϖεν ιν τηε βοττοm
τωο πανελσ οφ Φιγυρε 9. Φυρτηερmορε, τηε ποστεριορ mοδε οχχυρσ ατ χ = 1

2
ανδ,

φορ τηισ ϖαλυε, τηε λογ οφ τηε mαργιναλ λικελιηοοδ ισ �176:71 ωηιχη ισ βεττερ
τηαν ανψ οφ τηε οτηερ πριορσ. Μαργιναλ λικελιηοοδσ ηαϖε α στρονγ ρεωαρδ φορ
παρσιmονψ ανδ ιτ ισ ρεασσυρινγ το σεε τηατ τηισ (λεσσ παρσιmονιουσ) mοδελ ισ
ουτ−περφορmινγ τηε (mορε παρσιmονιουσ) ονε χηανγε−ποιντ mοδελσ δεσπιτε τηε
φαχτ τηατ Ταβλε 4 ινδιχατεσ ονλψ ωεακ εϖιδενχε ιν φαϖορ οφ τηε πρεσενχε οφ α
σεχονδ χηανγε−ποιντ. Ανδ ιτ ισ ωορτη στρεσσινγ τηατ, ωιτη ουρ Υνρεστριχτεδ
Υνιφορm πριορ, ωε διδ νοτ νεεδ το ασσυmε α �ξεδ νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ
(ιν−σαmπλε). Wε αρε συχχεσσφυλλψ ρεχοϖερινγ τηε ρεασοναβλε ινφερενχεσ φροm
οτηερ mοδελσ, ωιτηουτ mακινγ τηε ασσυmπτιονσ τηατ ωερε νεχεσσαρψ ιν τηοσε
οτηερ mοδελσ.

4 Χονχλυσιονσ

Ιν τηισ παπερ, ωε ηαϖε δισχυσσεδ πριορ ελιχιτατιον ιν χηανγε−ποιντ mοδελσ. Wε
ηαϖε σηοων ηοω σοmε χοmmον ανδ αππαρεντλψ σενσιβλε πριορσ ηαϖε ποτεν−
τιαλλψ υνδεσιραβλε προπερτιεσ. Ρελαξινγ τηεσε πριορσ το ελιmινατε τηεσε προπ−
ερτιεσ ρεσυλτσ ιν πριορσ ωηιχη αλλοχατε προβαβιλιτψ το χηανγε−ποιντσ οχχυρρινγ
ουτ−οφ−σαmπλε. Μυχη οφ τηε παπερ ισ δεϖοτεδ το σηοωινγ ηοω τηισ αππαρεντλψ
οδδ προπερτψ αχτυαλλψ ισ ηιγηλψ δεσιραβλε, λεαδινγ το α mοδελ ωηιχη ε¤εχ−
τιϖελψ αλλοωσ φορ τηε νυmβερ οφ χηανγε−ποιντσ το βε υνκνοων. Οφ παρτιχυλαρ
ιντερεστ ισ ουρ Υνρεστριχτεδ Υνιφορm πριορ ωηιχη χαν βε τηουγητ οφ ασ α ρεα−
σοναβλε νονινφορmατιϖε πριορ (ωηατ αν οβϕεχτιϖε Βαψεσιαν mαψ ωιση το υσε
ορ χοmπαραβλε το ωηατ τηε χλασσιχαλ εχονοmετριχιαν δοεσ). Wε πρεσεντ εξ−
τενσιϖε εmπιριχαλ ωορκ ωηιχη σηοωσ τηατ τηε ισσυε οφ πριορ ελιχιτατιον χαν βε
οφ συβσταντιϖε ιmπορτανχε ιν χηανγε−ποιντ mοδελσ ανδ τηατ ουρ Υνρεστριχτεδ
Υνιφορm πριορ ψιελδσ ρεσυλτσ ωηιχη αρε mορε σενσιβλε τηαν οτηερ αππροαχηεσ.
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