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Εθυιλιβριυm ϕοβ σεαρχη mοδελσ αλλοω φορ λαβορ mαρκετσ ωιτη ηοmογενεουσ
ωορκερσ ανδ �ρmσ το ψιελδ νονδεγενερατε ωαγε δενσιτιεσ. Ηοωεϖερ, τηε
ρεσυλτινγ ωαγε δενσιτιεσ δο νοτ αχχορδ ωελλ ωιτη εmπιριχαλ ρεγυλαριτιεσ. Αχ−
χορδινγλψ, mανψ εξτενσιονσ το τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ηαϖε βεεν
χονσιδερεδ (ε.γ. ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ, ηετερογενειτψ ιν τηε ϖαλυε
οφ λεισυρε, ετχ.). Ιτ ισ ινχρεασινγλψ χοmmον το υσε νονπαραmετριχ φορmσ
φορ τηεσε εξτενσιονσ ανδ, ηενχε, ρεσεαρχηερσ χαν οβταιν α περφεχτ �τ (ιν α
κερνελ σmοοτηεδ σενσε) βετωεεν τηεορετιχαλ ανδ εmπιριχαλ ωαγε δενσιτιεσ.
Τηισ mακεσ ιτ δι�χυλτ το χαρρψ ουτ mοδελ χοmπαρισον οφ δι�ερεντ mοδελ
εξτενσιονσ. Ιν τηισ παπερ, ωε �ρστ δεϖελοπ Βαψεσιαν παραmετριχ ανδ νον−
παραmετριχ mετηοδσ ωηιχη αρε χοmπαραβλε το τηε εξιστινγ νον−Βαψεσιαν
λιτερατυρε. Wε τηεν σηοω ηοω Βαψεσιαν mετηοδσ χαν βε υσεδ χοmπαρε
ϖαριουσ νονπαραmετριχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελσ ιν α στατιστιχαλλψ ριγορουσ
σενσε.

�Ι ωουλδ λικε το τηανκ Μαρκ Στεελ φορ ηελπφυλ χοmmεντσ.



1 Ιντροδυχτιον

Μοστ ποτεντιαλ πολιχψ ινιτιατιϖεσ ιν λαβορ mαρκετσ (ε.γ. mινιmυm ωαγε λεγισλατιον) ηαϖε εφ−

φεχτσ ον βοτη ωορκερσ1 ανδ εmπλοψερσ. Ηενχε, ιτ ισ στρονγλψ δεσιραβλε τηατ πολιχψ αναλψσισ βε

χαρριεδ ουτ ιν τηε χοντεξτ οφ αν εθυιλιβριυm mοδελ ωηιχη τακεσ ιντο αχχουντ τηε ιντεραχτιον

βετωεεν ωορκερ ανδ �ρm βεηαϖιορ. Τηισ χονσιδερατιον ηασ mοτιϖατεδ τηε δεϖελοπmεντ οφ α

λαργε λιτερατυρε ον εθυιλιβριυm ϕοβ σεαρχη mοδελσ (σεε, αmονγ mανψ οτηερσ, ϖαν δεν Βεργ

ανδ Ριδδερ, 1998, Ριδδερ ανδ ϖαν δεν Βεργ, 1997, Βοντεmπσ, Ροβιν ανδ ϖαν δεν Βεργ,

1999, Μορτενσον, 1990, 1998, Βυρδεττ, 1990 ανδ Κιεφερ ανδ Νευmανν, 1993). Dεταιλσ οφ τηε

εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ωιλλ βε προϖιδεδ ιν τηε νεξτ σεχτιον, συ�χε ιτ το νοτε ηερε τηατ

ιτ ασσυmεσ α �ξεδ νυmβερ οφ ηοmογενεουσ ωορκερσ ανδ �ρmσ ωιτη φυλλ ινφορmατιον αβουτ

αλλ τηε παραmετερσ ιν τηε mοδελ. Wορκερσ ανδ �ρmσ ιντεραχτ ιν α mαρκετ ωηερε ϕοβσ αρριϖε

ανδ αρε δεστροψεδ ατ ρανδοm εξογενουσ ρατεσ. Ασσυmινγ ωορκερσ mαξιmιζε τηε εξπεχτεδ

ϖαλυε οφ τηειρ φυτυρε ινχοmε στρεαm ανδ �ρmσ mαξιmιζε εξπεχτεδ στεαδψ στατε προ�τ 
οω,

ιτ τυρνσ ουτ τηατ α νον−δεγενερατε ωαγε ο�ερ διστριβυτιον εξιστσ ωιτη δενσιτψ γιϖεν βψ:

φ(ωι) /
1π
π� ωι

;

φορ ωι 2 [ρ; η] ωηερε ωι ισ τηε ωαγε ο�ερ το ινδιϖιδυαλ ι φορ ι = 1; ::; Ν , π ισ τηε προδυχτιϖιτψ
οφ ωορκερσ (ι.ε. τηειρ mαργιναλ ϖαλυε προδυχτ), ρ τηειρ ρεσερϖατιον ωαγε ανδ η ισ τηε υππερ

βουνδ ον τηε ωαγε διστριβυτιον. Φυρτηερ δεταιλσ ωιλλ βε προϖιδεδ ιν τηε νεξτ σεχτιον, ατ

τηισ ποιντ τηε κεψ τηινγ το νοτε ισ τηατ τηε ωαγε ο�ερ δενσιτψ ισ ινχρεασινγ ιν ω. Ηοωεϖερ,

εmπιριχαλ ωαγε ο�ερ δενσιτιεσ αρε ινϖαριαβλψ ρουγηλψ βελλ−σηαπεδ, βυτ σκεωεδ το τηε ριγητ.

Αχχορδινγλψ, α χον
ιχτ εξιστσ. Ονε τηε ονε ηανδ, τηε εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ισ στρυχτυραλ

ανδ, ηενχε, ωελλ−συιτεδ φορ πολιχψ αναλψσισ. Ον τηε οτηερ ηανδ, ιτ δοεσ α ϖερψ ποορ ϕοβ οφ

�ττινγ τηε δατα.

1Τηρουγηουτ τηισ παπερ ωε υσε τηε τερm ∀ωορκερ∀ το ρεφερ το ινδιϖιδυαλσ, ρεγαρδλεσσ οφ ωηετηερ τηεψ
αρε εmπλοψεδ ορ υνεmπλοψεδ.
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Ιν ρεσπονσε το τηισ χον
ιχτ, mανψ οφ τηε ρεχεντ παπερσ ιν τηε λιτερατυρε αδδ α νεω

χοmπονεντ το τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ (σεε, αmονγ οτηερσ, Βοντεmπσ, Ροβιν

ανδ ϖαν δεν Βεργ, 1999, 2000, Μορτενσον, 1998, Νιελσεν ανδ Ροσηολm, 1999, Κονινγ,

Ριδδερ ανδ ϖαν δεν Βεργ, 1995). Τηισ χοmπονεντ mιγητ βε υνοβσερϖεδ ηετερογενειτψ ιν

προδυχτιϖιτψ ορ ιν ωορκερσ∋ ϖαλυε οφ λεισυρε, mεασυρεmεντ ερρορ ιν ωαγεσ ορ αν εχονοmιχ

χονχεπτ λικε αν ινϖεστmεντ ιν τραινινγ φυνχτιον. Φροm α στατιστιχαλ ποιντ οφ ϖιεω, τηε ωαγε

ο�ερ δενσιτψ χαν βε ωριττεν ασ φ(ωιϕ�1; η(�2)), ωηερε �1 ανδ �2 αρε παραmετερ ϖεχτορσ ανδ
η(:) ισ τηε αππροπριατε νεω χοmπονεντ. Τηισ αππροαχη χαν βε χριτιχιζεδ ον τηε γρουνδ τηατ

εχονοmιχ τηεορψ ραρελψ ισ α ρελιαβλε γυιδε το τηε χηοιχε οφ φυνχτιοναλ φορm φορ η(:). Φορ

ινστανχε, Κονινγ, Ριδδερ ανδ ϖαν δεν Βεργ (1995) ασσυmε η(:) ισ λογ−Νορmαλ ιν α mοδελ

ωηιχη αλλοωσ φορ ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ. Τηε χηοιχε οφ λογ−Νορmαλιτψ δοεσ νοτ ηαϖε

ανψ βασισ ιν εχονοmιχ τηεορψ. Ονε οφ τηε χηιεφ αδϖανταγεσ οφ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελσ οϖερ

εαρλιερ παρτιαλ σεαρχη mοδελσ (σεε, ε.γ., Λανχαστερ, 1997) ωασ τηατ τηε φορmερ υσεδ α ωαγε

ο�ερ διστριβυτιον ωηιχη ωασ δεριϖεδ υσινγ αν ασσυmπτιον οφ ρατιοναλ �ρm βεηαϖιορ, ωηερεασ

τηε λαττερ mερελψ mαδε ασσυmπτιονσ οφ χονϖενιενχε (ε.γ. τηε ωαγε δενσιτψ ισ ασσυmεδ το

βε λογ−Νορmαλ ορ εξπονεντιαλ). Μερελψ αδδινγ α νεω αδ ηοχ χοmπονεντ συχη ασ η(:) ιντο

τηε εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ χουλδ βε ιντερπρετεδ ασ α ρεγρεσσιϖε στεπ αωαψ φροm στρυχτυραλ

ανδ βαχκ τοωαρδσ ρεδυχεδ φορm mοδελλινγ. Νεϖερτηελεσσ, τηε υσε οφ α παραmετριχ φορm

φορ η(:) ιmπλιεσ α παραmετριχ λικελιηοοδ φυνχτιον ανδ, τηυσ, εστιmατιον, τεστινγ ανδ mοδελ

χοmπαρισον χαν βε δονε υσινγ ειτηερ Βαψεσιαν ορ νον−Βαψεσιαν λικελιηοοδ−βασεδ παραδιγmσ.

Ρεχεντ ωορκ (ε.γ. Βοντεmπσ, Ροβιν ανδ ϖαν δεν Βεργ, 1999, 2000 ανδ Νιελσεν ανδ

Ροσηολm, 1999), περηαπσ ιν ρεαλιζατιον τηατ εχονοmιχ τηεορψ ισ ραρελψ α γυιδε το χηοιχε

οφ η(), δοεσ νοτ σπεχιφψ α φυνχτιοναλ φορm φορ ιτ. Ινστεαδ νονπαραmετριχ κερνελ σmοοτηινγ

αλγοριτηmσ αρε υσεδ. Ιν εσσενχε, κερνελ mετηοδσ αρε υσεδ το �τ φ(:) (ορ τηε εαρνινγσ δενσιτψ

ωηιχη ισ α σιmπλε τρανσφορmατιον οφ φ(:)) ανδ τηεν τηε ιmπλιεδ φορm οφ η(:) ρεθυιρεδ το

προϖιδε τηισ περφεχτ �τ χαν βε οβταινεδ. Σινχε φ(:) ισ υσυαλλψ τηε κεψ ελεmεντ οφ τηε λικελι−

ηοοδ φυνχτιον, τηισ mετηοδ χαν βε λοοσελψ ιντερπρετεδ ασ σαψινγ ∀Λετ υσ �τ τηε λικελιηοοδ
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φυνχτιον περφεχτλψ2, ανδ τηεν σεε ωηατ ιτ ιmπλιεσ η(:) mυστ λοοκ λικε.∀ Συχη αν αππροαχη

ηασ τηε αδϖανταγε οφ νοτ mακινγ αν αδ ηοχ φυνχτιοναλ φορm ασσυmπτιον φορ η(:), βυτ αλσο

ηασ δραωβαχκσ. Φορ ινστανχε, ιτ αττριβυτεσ αλλ οφ τηε δεπαρτυρεσ φροm τηε βασιχ εθυιλιβριυm

σεαρχη mοδελ το α παρτιχυλαρ σουρχε. Ονε παπερ mιγητ σαψ αλλ συχη δεπαρτυρεσ αρε δυε το

ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ, ανοτηερ mιγητ αττριβυτε τηεm το mεασυρεmεντ ερρορ, ανοτηερ

το ε�εχτσ ρελατινγ το ινϖεστmεντ ιν τραινινγ, ετχ. Ιτ ισ δι�χυλτ το χηοοσε βετωεεν δι�ερ−

εντ mοδελσ σινχε αλλ �τ τηε λικελιηοοδ φυνχτιον περφεχτλψ. Ιν τηε πρεϖιουσ παραγραπη, τηε

παραmετριχ αππροαχη ωασ χριτιχιζεδ σινχε ιτ ινϖολϖεδ αν αδ ηοχ φυνχτιοναλ φορm ασσυmπτιον.

Τηε νονπαραmετριχ αππροαχη δοεσ νοτ συ�ερ φροm συχη α χριτιχισm, βυτ δοεσ στιλλ δεπενδ

ον στρονγ ασσυmπτιονσ τηατ αρε δι�χυλτ το τεστ (ε.γ. τηατ αλλ δεπαρτυρεσ φροm τηε βασιχ

εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ αρε δυε το υνοβσερϖεδ ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ).

Τηεσε χονσιδερατιονσ mοτιϖατε τηε πρεσεντ παπερ. Ιν πρεϖιουσ ωορκ (Κοοπ, 2001), ιτ ωασ

αργυεδ τηατ Βαψεσιαν mετηοδσ προϖιδεδ α υσεφυλ τοολ φορ αναλψζινγ τηε εθυιλιβριυm σεαρχη

mοδελ ανδ χοmπυτατιοναλ mετηοδσ φορ δοινγ σο ωερε δεϖελοπεδ. Ονε χοντριβυτιον οφ τηε

πρεσεντ παπερ ισ σιmιλαρ το τηισ. Τηατ ισ, mετηοδσ οφ Βαψεσιαν ινφερενχε φορ τηε εξτενσιονσ οφ

τηε εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ δεσχριβεδ ιν τηε πρεϖιουσ παραγραπησ αρε δεϖελοπεδ. Α παρτιχ−

υλαρ φοχυσ ισ τηε δεϖελοπmεντ οφ α Βαψεσιαν νονπαραmετριχ αππροαχη ωηιχη ισ χοmπαραβλε

το τηε νον−Βαψεσιαν νονπαραmετριχ αππροαχη οφ Βοντεmπσ, Ροβιν ανδ ϖαν δεν Βεργ (2000).

Τηερε ισ α σιζεαβλε στατιστιχαλ λιτερατυρε ον Βαψεσιαν νονπαραmετριχ mετηοδσ, βυτ ρελατιϖελψ

λιττλε οφ τηισ ηασ mαδε ιτ οϖερ το τηε �ελδ οφ εχονοmετριχσ (εξχεπτιονσ ινχλυδε Χαmπολιετι,

1997 ανδ Ρυγγιερο, 1994). Ιν τηε πρεσεντ παπερ, Βαψεσιαν νονπαραmετριχ mετηοδσ αρε

δεϖελοπεδ φορ ϖαριουσ εξτενσιονσ οφ τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ.

Α σεχονδ χοντριβυτιον οφ τηε παπερ δεριϖεσ φροm τηε φαχτ τηατ αλλ οφ τηε mοδελσ ιν τηε

παπερ, ινχλυδινγ τηε νονπαραmετριχ ονεσ, ινϖολϖε α ωελλ−δε�νεδ προβαβιλιτψ δενσιτψ φορ τηε

δατα. Τηισ ιmπλιεσ τηατ στανδαρδ στατιστιχαλ τοολσ φορ mοδελ χοmπαρισον3 χαν βε χαλχυλατεδ.

2Ηερε, ανδ τηρουγηουτ τηε παπερ, βψ ∀περφεχτ∀ �τ ωε mεαν ονλψ ιν α κερνελ σmοοτηεδ σενσε.
3Τηε ποστεριορ mοδελ προβαβιλιτψ (ι.ε. τηε προβαβιλιτψ τηατ α γιϖεν mοδελ γενερατεδ τηε δατα) ισ τηε
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Υσινγ τηε Βαψεσιαν αππροαχη, τωο νονπαραmετριχ mοδελσ (ι.ε. ωιτη η(:)σ αρισινγ φροm

δι�ερεντ σουρχεσ οφ ηετερογενειτψ) χαν βοτη �τ τηε δατα περφεχτλψ ψετ βε χοmπαρεδ υσινγ

φορmαλ στατιστιχαλ mετηοδσ. Τηε παπερ δεσχριβεσ ηοω το δο τηισ ανδ ηοω το ιντερπρετ

τηε mοδελ χοmπαρισον mεασυρεσ ωηιχη αρε χαλχυλατεδ. Λοοσελψ σπεακινγ, τηε Βαψεσιαν

αππροαχη φορχεσ τηε ρεσεαρχηερ το σπεχιφψ ωηατ α ρεασοναβλε φορm φορ η(:) mιγητ βε, βυτ

τηεψ δο νοτ ιmποσε τηισ φορm. Ιφ τηε δατα φορχε λαργε δεπαρτυρεσ φροm τηισ ρεασοναβλε φορm,

Βαψεσιαν τοολσ οφ mοδελ χοmπαρισον ωιλλ ινδιχατε λεσσ συππορτ φορ τηε mοδελ. Wε αργυε

τηατ τηισ φορmαλιζεσ ωηατ ρεσεαρχηερσ δο ινφορmαλλψ. Φορ ινστανχε, συπποσε τηε ρεσεαρχηερ

βελιεϖεσ τηατ ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ mαψ εξιστ, βυτ ισ ρελατιϖελψ σmαλλ ανδ υνιmοδαλ.

Ηοωεϖερ, τηε νονπαραmετριχ διστριβυτιον εξηιβιτσ λαργε δισπερσιον ανδ ισ mυλτι−mοδαλ. Ιν

τηισ χασε, τηε ρεσεαρχηερ mιγητ ρεϕεχτ τηε mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ. Τηε

Βαψεσιαν mετηοδσ ουτλινεδ βελοω αρε α στατιστιχαλλψ χοηερεντ φορmαλιζατιον οφ τηε σενσιβλε

βυτ ινφορmαλ αχτιονσ οφ τηε ρεσεαρχηερ.4

Τηε παπερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ: Τηε φολλοωινγ σεχτιον ουτλινεσ τηε βασιχ εθυιλιβ−

ριυm σεαρχη mοδελ. Τηε τηιρδ σεχτιον δεριϖεσ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελσ ωιτη ηετερογενειτψ

ιντροδυχεδ ιν ϖαριουσ παραmετριχ ωαψσ. Τηε φουρτη σεχτιον ισ σιmιλαρ το τηε τηιρδ, βυτ

ηετερογενειτψ ισ ιντροδυχεδ ιν ϖαριουσ νονπαραmετριχ ωαψσ. Τηε �φτη σεχτιον χονταινσ αν

εmπιριχαλ αππλιχατιον υσινγ τηε δατα σετ οφ Βοωλυσ, Κιεφερ ανδ Νευmανν (1995). Χοmπυ−

τατιοναλ αλγοριτηmσ αρε προϖιδεδ ιν τηε Αππενδιξ.

mαιν τοολ οφ Βαψεσιαν mοδελ χοmπαρισον. Τηε ποστεριορ οδδσ ρατιο ισ τηε ρατιο οφ τωο ποστεριορ mοδελ
προβαβιλιτιεσ. Τηε ποστεριορ οδδσ ρατιο ισ αλσο τηε ρατιο οφ τηε mαργιναλ λικελιηοοδσ φορ τηε τωο mοδελσ (ι.ε.
τηε Βαψεσ φαχτορ) τιmεσ τηε πριορ οδδσ ρατιο.

4Ιτ ισ ωορτη στρεσσινγ τηατ ονε ρεαχτιον το τηε λιτερατυρε δισχυσσεδ ιν τηισ παπερ mιγητ βε τηατ τηε
ρεσεαρχηερ σηουλδ ϕυστ γο ουτ ανδ γετ βεττερ δατα (ε.γ. mατχηινγ εmπλοψερ/εmπλοψεε δατα). Τηισ ισ α
σενσιβλε ρεαχτιον. Τηε ποιντ οφ τηε πρεσεντ παπερ ισ το αργυε τηατ, ινσοφαρ ασ συχη δατα ισ νοτ αϖαιλαβλε
ανδ ονε ισ ιντερεστεδ ιν ωορκινγ ωιτη τηε σορτσ οφ (ωιδελψ υσεδ) mοδελσ δεσχριβεδ ηερε, ιτ ισ γοοδ το υσε α
φορmαλ στατιστιχαλ αππροαχη συχη ασ τηε ονε αδοπτεδ ηερε.
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2 Τηε Βασιχ Εθυιλιβριυm Σεαρχη Μοδελ

Τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ασσυmεσ α �ξεδ, ηοmογενεουσ ποπυλατιον οφ ωορκερσ

ανδ �ρmσ. Τηε ρατιο οφ τηε mεασυρε (νυmβερ) οφ ωορκερσ το �ρmσ ισ m. Wορκερσ αρε

ινιτιαλλψ υνεmπλοψεδ ανδ ϕοβ ο�ερσ αρριϖε ασ εϖεντσ ιν α Ποισσον προχεσσ ατ α ρατε οφ �0.

Ονχε ωορκερσ αρε εmπλοψεδ τηεψ χαν χοντινυε σεαρχηινγ ανδ νεω ϕοβ ο�ερσ αρριϖε ατ α ρατε

οφ �1. Φιρmσ λαψ ο� ωορκερσ ατ α ρατε οφ �2. Τηε διστριβυτιον οφ ωαγε ο�ερσ ισ γιϖεν βψ

Φ (ω), τηε χορρεσπονδινγ δενσιτψ ισ δενοτεδ βψ φ(ω). Τηε ϖαλυε οφ λεισυρε το ινδιϖιδυαλσ ισ

εθυαλ το β. Wηεν ωορκινγ, τηειρ προδυχτιϖιτψ (ι.ε. τηειρ mαργιναλ ϖαλυε προδυχτ) ισ π. Wε

ασσυmε ωορκερσ ανδ �ρmσ κνοω τηε ϖαλυεσ οφ αλλ παραmετερσ ανδ διστριβυτιονσ.

Το δεριϖε τηε λικελιηοοδ φυνχτιον ωορκερ ανδ �ρm βεηαϖιορ mυστ βε σπεχι�εδ. Ηερε ωε

προϖιδε ονλψ τηε �ναλ ρεσυλτσ ανδ α φεω δεταιλσ οφ τηε δεριϖατιον. Χοmπλετε δεταιλσ, αλονγ

ωιτη εξτενσιϖε ιντυιτιον, αρε γιϖεν ιν mανψ οφ τηε παπερσ λιστεδ ατ τηε βεγιννινγ οφ τηε

Ιντροδυχτιον. Ριδδερ ανδ ϖαν δεν Βεργ (1997) ινχλυδεσ α γρεατ δεαλ οφ συρϖεψ mατεριαλ

ωηιχη ισ παρτιχυλαρλψ υσεφυλ.

Ιφ ωορκερσ mαξιmιζε τηε εξπεχτεδ ϖαλυε οφ φυτυρε ινχοmε, τηεν υνεmπλοψεδ ωορκερσ ωιλλ

σετ α ρεσερϖατιον ωαγε, ρ, ανδ αχχεπτ τηε �ρστ ωαγε ο�ερ αβοϖε ιτ. Τηε οπτιmαλ ρεσερϖατιον

ωαγε ισ γιϖεν βψ:

ρ = �β+ (1� �)π; (2.1)

ωηερε

� =

�
1 + �1

�2

�2

�
1 + �1

�2

�2
+
�
�0
�2
� �1

�2

�
�1
�2

:

Εmπλοψεδ ωορκερσ αχχεπτ ανψ ωαγε ο�ερ αβοϖε τηειρ χυρρεντ ωαγε.

Φιρm βεηαϖιορ ισ δεσχριβεδ βψ Φ (ω), ωηιχη ισ δετερmινεδ ενδογενουσλψ ασσυmινγ τηατ

τηε ϕοβ mαρκετ ισ ιν α στεαδψ στατε εθυιλιβριυm. Γιϖεν τηατ �ρmσ κνοω τηε αχχεπτανχε
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στρατεγιεσ οφ ωορκερσ, τηε συππλψ οφ λαβορ το α �ρm ωηο ο�ερσ ωαγε ω εϖερψ τιmε α ϖαχανχψ

αρισεσ χαν βε δεριϖεδ ανδ δενοτεδ βψ λ(ω) (σεε, ε.γ., Ριδδερ ανδ ϖαν δεν Βεργ, 1997,

εθυατιον (8)). Ασσυmινγ α λινεαρ προδυχτιον φυνχτιον, τηε στεαδψ στατε προ�τ 
οω οφ α �ρm

ο�ερινγ ωαγε ω ισ γιϖεν βψ:

�(ω) = (π� ω)λ(ω):

Νο �ρm ωιλλ εϖερ ο�ερ α ωαγε βελοω ρ, σινχε νο ωορκερ ωουλδ αχχεπτ ιτ, ηενχε ωε κνοω

τηε συππορτ οφ φ(ω) βεγινσ ατ ρ. Φυρτηερmορε, ιν εθυιλιβριυm αλλ ωαγε ο�ερσ mυστ ψιελδ

τηε σαmε προ�τ 
οω (ι.ε. �ρmσ mυστ ηαϖε νο ινχεντιϖε το χηανγε τηειρ ο�ερσ). Υσινγ τηεσε

φαχτσ, ιτ χαν βε σηοων τηατ:

φ(ω) =
�2 + �1
2�1

1π
π� ρππ� ω; (2.2)

φορ ω 2 [ρ; η]. Τηε ηιγηεστ ωαγε ο�ερεδ ισ γιϖεν βψ:

η = �2ρ + (1� �2)π; (2.3)

ωηερε

� =
�2

�2 + �1
:

Τηε χοντριβυτιονσ οφ τηισ παπερ αλλ ρελατε το τηε ωαγε ο�ερ διστριβυτιον, ασ οπποσεδ το

τηε δυρατιον οφ υνεmπλοψmεντ ορ εmπλοψmεντ σπελλσ. Αχχορδινγλψ, ωε σιmπλιφψ τηε αναλψσισ

βψ ασσυmινγ ωε ονλψ οβσερϖε ωι φορ ι = 1; ::; Ν ωηερε ωι ισ τηε ωαγε ο�ερ αχχεπτεδ βψ

ινιτιαλλψ υνεmπλοψεδ ωορκερ ι. Ιδεντι�χατιον ισσυεσ ρελατινγ το τηε στρυχτυραλ παραmετερσ,

�0; �1; �2; β; π αρε οφτεν οφ γρεατ ιντερεστ ιν mοδελσ οφ σεαρχη (σεε Κοοπ ανδ Ποιριερ, 2002

ανδ Κοοπ, 2001). Ηοωεϖερ, το φοχυσ τηε παπερ, ωε ιγνορε τηεσε ισσυεσ ανδ ωορκ ονλψ ωιτη

τηε ιδεντι�εδ παραmετερσ ωηιχη διρεχτλψ α�εχτ τηε σηαπε οφ τηε ωαγε δενσιτψ, π ανδ ρ: Wε
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αλσο δε�νε � = �2
�1
; 
 = λν(ρ) ανδ � = λν(π).5 Αχχορδινγλψ, τηε λικελιηοοδ φυνχτιον φορ

W = (ω1; ::; ωΝ)
0 ισ γιϖεν βψ:

Λ(W ; π; ρ) =
ΝΨ

ι=1

φ(ωι); (2.4)

ωηερε

φ(ωι) =
1 + �

2�

1
θ
(π� ρ)ππ� ωι

Ι(Β); (2.5)

ανδ Ι(Β) ισ αν ινδιχατορ φυνχτιον φορ τηε βουνδσ οφ τηε ωαγε διστριβυτιον. Τηατ ισ, Β ισ

δε�νεδ βψ ρ < ωι < η ανδ η = �
2ρ+(1��2)π ωιτη � = 1

1+�
. Νοτε τηατ αλλ τηε παραmετερσ

εντερ Β:

Βαψεσιαν ινφερενχε χαν βε χαρριεδ ουτ βψ σπεχιφψινγ α πριορ ανδ υσινγ α Μαρκοϖ Χηαιν

Μοντε Χαρλο (ΜΧΜΧ) αλγοριτηm φορ ποστεριορ σιmυλατιον. Dεταιλσ αρε γιϖεν ιν τηε Αππεν−

διξ.

3 Παραmετριχ Εξτενσιονσ οφ τηε Εθυιλιβριυm Σεαρχη

Μοδελ

3.1 Ηετερογενειτψ ιν Προδυχτιϖιτψ

Τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ασσυmεσ ηοmογενειτψ οφ ωορκερσ ανδ �ρmσ. Ηετερο−

γενειτψ χαν βε ιντροδυχεδ ιν mανψ ωαψσ. Περηαπσ τηε mοστ χοmmον ισ το αλλοω φορ ηετερο−

γενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ. Ηερε, φολλοωινγ mυχη οφ τηε λιτερατυρε (ε.γ. Κονινγ, Ριδδερ ανδ

ϖαν δεν Βεργ, 1995 ορ Βοντεmπσ, Ροβιν ανδ ϖαν δεν Βεργ, 1999), ωε ασσυmε ηετερογενειτψ

5Φορmαλλψ, � ισ ιδεντι�εδ. Ηοωεϖερ, ωιτηουτ δατα ον δυρατιονσ, ιδεντι�χατιον ονλψ οχχυρσ τηρουγη τηε
βουνδσ οφ τηε ωαγε δενσιτψ. Ιν πραχτιχε, τηισ mεανσ ιδεντι�χατιον ισ ωεακ ανδ, αχχορδινγλψ, ωε σιmπλψ σετ
� = 2 ωηιχη ισ ρουγηλψ ωηατ ισ τψπιχαλλψ οβσερϖεδ. Αν εαρλιερ ϖερσιον οφ τηισ παπερ τρεατεδ � ασ αν υνκνοων
παραmετερ, ανδ αλλ ρεσυλτσ ον mοδελ χοmπαρισον ωερε θυαλιτατιϖελψ τηε σαmε το τηοσε γιϖεν ιν τηε πρεσεντ
ϖερσιον.
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ιν προδυχτιϖιτψ αρισεσ σινχε τηε λαβορ mαρκετ ισ σεγmεντεδ ιντο mανψ σmαλλερ ηοmογενεουσ

mαρκετσ. Εαχη οφ τηεσε ηοmογενεουσ mαρκετσ ηασ α δι�ερεντ προδυχτιϖιτψ.6 Φολλοωινγ

Κονινγ, Ριδδερ ανδ ϖαν δεν Βεργ (1995), ιτ ισ ασσυmεδ τηατ προδυχτιϖιτψ ισ λογ−Νορmαλλψ

διστριβυτεδ. Τηατ ισ, τηε λογ−προδυχτιϖιτιεσ οφ τηε ωορκερσ, �ι φορ ι = 1; ::; Ν , αρε ι.ι.δ. δραωσ

φροm τηε Νορmαλ διστριβυτιον:

π(�ι) = φΝ(��; �
2
�); (3.1)

ωηερε ��; �
2
� αρε υνκνοων παραmετερσ το βε εστιmατεδ ανδ φΝ(χ; Χ) δενοτεσ τηε Νορmαλ

δενσιτψ ωιτη mεαν χ ανδ ϖαριανχε Χ. Τηισ παραmετριχ διστριβυτιον φορ προδυχτιϖιτψ χαν, ασ

ιν Κονινγ, Ριδδερ ανδ ϖαν δεν Βεργ (1995), βε τρεατεδ ασ παρτ οφ τηε λικελιηοοδ φυνχτιον.

Αλτερνατιϖελψ (ανδ εθυιϖαλεντλψ), ιτ χαν βε ιντερπρετεδ ασ α ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ �ι. Wε

�νδ ιτ mορε νατυραλ το υσε τηε λαττερ ιντερπρετατιον ανδ, ηενχε, ρεφερ το (3.1) ασ α πριορ.

Τηε λικελιηοοδ φυνχτιον ισ ασ ιν τηε βασιχ mοδελ, εξχεπτ φορ αδδινγ α συβσχριπτ. Τηατ ισ,

(2.5) βεχοmεσ

φ(ωι) =
1 + �

2�

1
θ
(πι � ρ)

π
πι � ωι

Ι(Β); (3.2)

ωηερε πι = εξπ(�ι) ανδ Β ισ δε�νεδ βψ ρ < ωι < ηι ανδ ηι = �
2ρ + (1� �2)πι. Νοτε τηατ

τηε ασσυmπτιον οφ α ρεσερϖατιον ωαγε χοmmον το αλλ ωορκερσ, ρ, ισ ρεταινεδ. Τηισ χαν βε

ϕυστι�εδ ιφ υνεmπλοψεδ ωορκερσ δο νοτ κνοω, α πριορι, ωηιχη mαρκετ τηεψ ωιλλ βε ωορκινγ

ιν ανδ, ηενχε, αλλ υσε �� το σελεχτ τηειρ ρεσερϖατιονσ ωαγεσ.

Χοmπυτατιοναλ mετηοδσ φορ Βαψεσιαν ινφερενχε οφ τηισ mοδελ αρε γιϖεν ιν τηε Αππενδιξ.

Ηευριστιχαλλψ, χονδιτιοναλ ον κνοωινγ �ι φορ ι = 1; ::; Ν , τηε ποστεριορ φορ τηε ρεmαινινγ

6Ιν τηε ϕαργον οφ τηε λιτερατυρε, ωε αρε ασσυmινγ ∀βετωεεν mαρκετ∀ ρατηερ τηαν ∀ωιτηιν mαρκετ∀ ηετ−
ερογενειτψ. Τηε λαττερ ισ mυχη mορε δι�χυλτ το δεαλ ωιτη τηεορετιχαλλψ. Τηε ιντερεστεδ ρεαδερ ισ ρεφερρεδ το
Βοντεmπσ, Ροβιν ανδ ϖαν δεν Βεργ (1999) ορ Κονινγ, Ριδδερ ανδ ϖαν δεν Βεργ (1995) φορ mορε δισχυσσιον
οφ τηισ ισσυε.
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παραmετερσ ισ εσσεντιαλλψ τηε σαmε ασ φορ τηε βασιχ σεαρχη mοδελ. Φυρτηερmορε, τηε ποστεριορ

φορ �ι ισ ρελατιϖελψ εασψ το ωορκ ωιτη (σεε Αππενδιξ). Ηενχε, αν ΜΧΜΧ αλγοριτηm ωιτη α

δατα αυγmεντατιον στεπ χαν βε υσεδ το ε�χιεντλψ χαρρψ ουτ Βαψεσιαν ινφερενχε. Ιν χοντραστ,

χλασσιχαλ αναλψσισ (σεε, ε.γ., Κονινγ, Ριδδερ ανδ ϖαν δεν Βεργ, 1995) ινϖολϖεσ ιντεγρατινγ

οϖερ τηε προδυχτιϖιτψ διστριβυτιον ατ εαχη ιτερατιον, ωηιχη γρεατλψ αδδσ το τηε χοmπυτατιοναλ

βυρδεν.

3.2 Μεασυρεmεντ Ερρορ ιν Wαγεσ

Τηε ωαγε δατα υσεδ ιν εmπιριχαλ αναλψσεσ οφ ϕοβ σεαρχη mοδελσ ισ ινϖαριαβλψ τακεν φροm συρ−

ϖεψσ. Τηε mεασυρεmεντ ερρορ ωηιχη υνδουβτεδλψ αρισεσ φροm ινδιϖιδυαλσ mισρεπρεσεντινγ

τηειρ ωαγεσ χουλδ εξπλαιν ωηψ τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ �τσ εmπιριχαλ ωαγε διστρι−

βυτιονσ σο ποορλψ, αλτηουγη ιντυιτιϖελψ ιτ σεεmσ υνλικελψ το δο σο. Ρεmεmβερ, τηε βασιχ ϕοβ

σεαρχη mοδελ ιmπλιεσ αν ινχρεασινγ ωαγε δενσιτψ ωηεν εmπιριχαλ ωαγε δενσιτιεσ αρε ρουγηλψ

βελλ−σηαπεδ. Φορ mεασυρεmεντ ερρορ το εξπλαιν τηισ διϖεργενχε ιτ mυστ βε οφ α φορm τηατ

ισ σοmεωηατ υνυσυαλ. Τηατ ισ, mεασυρεmεντ ερρορ mυστ ωορκ ιν συχη α ωαψ το χονϖερτ αν

οβσερϖεδ βελλ−σηαπεδ ωαγε δενσιτψ ιντο ονε ωηερε τηε τρυε ωαγεσ ιmπλψ αν ινχρεασινγ ωαγε

δενσιτψ. Νεϖερτηελεσσ, mεασυρεmεντ ερρορ ισ οφτεν mεντιονεδ ασ βεινγ ιmπορταντ ιν λαβορ

mαρκετ δατα σετσ. Φορ τηισ ρεασον, ανδ ιν ορδερ το ιλλυστρατε ουρ εχονοmετριχ mετηοδολογψ,

ωε πρεσεντ αν εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ωηιχη ινχλυδεσ mεασυρεmεντ ερρορ.

Λετ ω�ι βε τηε τρυε, υνοβσερϖεδ, ωαγε οφ ινδιϖιδυαλ ι ανδ ασσυmε:

ω�ι = ωι + ∀ι; (3.3)

ωηερε ∀ι ισ mεασυρεmεντ ερρορ, ασσυmεδ το βε ινδεπενδεντ οφ ωι; ανδ ι.ι.δ. ωιτη δενσιτψ

π(∀ι) = φΝ(�∀; �
2
∀): (3.4)

Νοτε τηατ �∀ ισ αλλοωεδ το βε νον−ζερο, σο α σψστεmατιχ βιασ ιν ρεπορτινγ οφ ωαγεσ ισ αλλοωεδ

9



φορ.

Ασσυmινγ τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ηολδσ φορ τηε τρυε ωαγεσ, α λικελιηοοδ

φυνχτιον χαν βε δεριϖεδ βψ ρεπλαχινγ ωι βψ ω
�
ι ιν (2.5) ανδ υσινγ (3.3) το ωριτε:

φ(ωι) =
1 + �

2�

1
θ
(π� ρ)ππ� ωι � ∀ι

Ι(Β); (3.5)

ωηερε Β ισ δε�νεδ βψ ρ < ωι + ∀ι < η. Αναλογουσ το τηε mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν

προδυχτιϖιτψ, ωε χαν τρεατ (3.4) ειτηερ ασ α παρτ οφ τηε λικελιηοοδ φυνχτιοναλ ορ ασ παρτ οφ α

ηιεραρχηιχαλ πριορ. Ιφ ωε δο τηε λαττερ, ∀ι φορ ι = 1; ::; Ν , χαν βε ιντερπρετεδ ασ παραmετερσ

ωιτη πριορ γιϖεν βψ (3.4). Ηενχε, (3.5) ανδ (2.4) γιϖε τηε λικελιηοοδ φυνχτιον φορ τηε οβσερϖεδ

δατα, ωι, φορ ι = 1; ::; Ν:

Χοmπυτατιοναλ mετηοδσ φορ Βαψεσιαν ινφερενχε οφ τηισ mοδελ αρε γιϖεν ιν τηε Αππενδιξ.

Τηε ινφορmαλ mοτιϖατιον οφ τηεσε αρε σιmιλαρ το τηε mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ

ανδ αν ΜΧΜΧ αλγοριτηm ωιτη δατα αυγmεντατιον χαν βε δεριϖεδ.

3.3 Οτηερ Μοδελσ

Ιν ορδερ το φοχυσ ον τηε εχονοmετριχ mετηοδολογψ, ωε δο νοτ χονσιδερ ανψ φυρτηερ εξτενσιονσ

το τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ. Ηοωεϖερ, ιτ ισ ωορτηωηιλε νοτινγ ιν πασσινγ τηατ τηε

ισσυεσ δισχυσσεδ ιν τηισ παπερ ηολδ φορ α ωιδε ρανγε οφ mοδελσ ωηιχη ιντροδυχε οβσερϖατιον−

σπεχι�χ ηετερογενειτψ ιν σοmε ωαψ (ε.γ. α mοδελ ωηερε ινδιϖιδυαλσ αρε ηετερογενεουσ

ωιτη ρεσπεχτ το τηειρ ϖαλυε οφ λεισυρε ανδ, ηενχε, τηειρ ρεσερϖατιον ωαγε). Φυρτηερmορε,

τηε Βαψεσιαν χοmπυτατιοναλ τοολσ δεϖελοπεδ ηερε ωιλλ, ωιτη σοmε mοδι�χατιον, βε συιταβλε

ωιτη mανψ σορτσ οφ εξτενσιονσ το τηε βασιχ ϕοβ σεαρχη mοδελ. Ιτ ισ αλσο ποσσιβλε το ωορκ

ωιτη mοδελσ υσινγ σεϖεραλ εξτενσιονσ οφ τηε βασιχ mοδελ ατ ονε (ε.γ. α mοδελ ωιτη βοτη

ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ ανδ mεασυρεmεντ ερρορ) βψ εξτενδινγ τηε τοολσ οφ τηε πρεσεντ

παπερ ιν α σιmπλε, οβϖιουσ ωαψ.
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4 Νονπαραmετριχ Εξτενσιονσ οφ τηε Εθυιλιβριυm Σεαρχη

Μοδελ

4.1 Ηετερογενειτψ ιν Προδυχτιϖιτψ

Αλτηουγη ραρελψ υσεδ ιν τηε εχονοmετριχσ λιτερατυρε (εξχεπτιονσ ινχλυδε Ρυγγιερο, 1996

ανδ Χαmπολιετι, 1997), ϖαριουσ mετηοδσ ωηιχη χαν βε χαλλεδ ∀νονπαραmετριχ∀ εξιστ ιν τηε

Βαψεσιαν στατιστιχσ λιτερατυρε. Τηε mοστ χοmmον οφ τηεσε αππροαχηεσ υσεσ mιξτυρεσ οφ

Dιριχηλετ προχεσσεσ το mοδελ α διστριβυτιον ωιτη υνκνοων φορm (σεε αmονγ mανψ οτηερσ,

Αντονιακ, 1974, Φεργυσον, 1973, Wεστ, Μυλλερ ανδ Εσχοβαρ, 1994 ανδ Εσχοβαρ ανδ Wεστ,

1995). Ιν τηισ σεχτιον, ωε δεριϖε ανδ mοτιϖατε τηισ αππροαχη φορ τηε χασε οφ τηε εθυιλιβριυm

σεαρχη mοδελ ωιτη υνοβσερϖεδ ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ. Χοmπυτατιοναλ mετηοδσ φορ

Βαψεσιαν ινφερενχε αρε γιϖεν ιν τηε Αππενδιξ. Φορ νοτατιοναλ χονϖενιενχε, ωε ωιλλ συππρεσσ

τηε δεπενδενχε οφ τηε ωαγε διστριβυτιον βελοω ον αλλ παραmετερσ οτηερ τηαν �.

Τηε εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ωιτη υνοβσερϖεδ ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ ιmπλιεσ α

ωαγε διστριβυτιον φορ α �ρm ωιτη λογ−προδυχτιϖιτψ �ι, ωηιχη ωε δενοτε βψ Φ (ωιϕ�ι), ωηερε

Φ (ωιϕ�ι) =
1 + �

�

 

1�
σ
πι � ωι
πι � ρ

!

Ι(Β); (4.1)

ωηερε πι = εξπ(�ι) (ι.ε. τηισ ισ τηε ιντεγραλ οφ τηε ωαγε δενσιτψ γιϖεν ιν εθυατιον 3.2). Ιν τηε

πρεχεδινγ σεχτιον, ωε ασσυmεδ �ι χαmε φροm α κνοων διστριβυτιον (ι.ε. ιτσ δενσιτψ ωασ γιϖεν

βψ π(�ι) = φΝ(��; �
2
�)). Ιν τηε πρεσεντ σεχτιον, ωε ασσυmε �ι χοmεσ φροm α διστριβυτιον,

Γ(�ι), ωιτη υνκνοων φορm ανδ υσε Βαψεσιαν νονπαραmετριχ mετηοδσ. Φροm α Βαψεσιαν

ϖιεωποιντ, Γ(:) ισ βεστ ιντερπρετεδ ασ α πριορ. Ηοωεϖερ, ιτ χαν εθυαλλψ βε ιντερπρετεδ ασ

παρτ οφ τηε λικελιηοοδ ανδ τηε νον−Βαψεσιαν mαψ πρεφερ το ιντερπρετ ιτ τηατ ωαψ.

Φορmαλλψ, ωε ασσυmε Γ(:) ισ α Dιριχηλετ προχεσσ. Α πρεχισε δε�νιτιον οφ τηε Dιριχηλετ

προχεσσ ισ γιϖεν ιν ανψ οφ τηε χιτατιονσ mεντιονεδ ατ τηε βεγιννινγ οφ τηισ σεχτιον. Ηερε

ωε γιϖε αν ιντυιτιϖε mοτιϖατιον οφ ηοω Dιριχηλετ προχεσσεσ χαν βε υσεδ το χαρρψ ουτ νον−
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παραmετριχ Βαψεσιαν ινφερενχε. Ιν στανδαρδ Βαψεσιαν ινφερενχε, ονε βεγινσ ωιτη α πριορ

διστριβυτιον φορ τηε υνκνοων παραmετερσ ιν τηε mοδελ ανδ τηεν υπδατεσ υσινγ δατα ινφορ−

mατιον το οβταιν α ποστεριορ. Ιν νονπαραmετριχ Βαψεσιαν ινφερενχε, ονε βεγινσ ωιτη α πριορ

φορ τηε υνκνοων διστριβυτιον, Γ(:), ανδ τηεν υπδατεσ ωιτη δατα ινφορmατιον το οβταιν α

ποστεριορ. Λετ Γ0 βε τηισ βασε πριορ διστριβυτιον ωηιχη ισ τηε πριορ εξπεχτατιον φορ Γ(:):
7

Ηερε, ωε λετ Γ0 βε Νορmαλ ωιτη mεαν �� ανδ ϖαριανχε �
2
�. Ιν οτηερ ωορδσ, ουρ πριορ φορ

τηε νονπαραmετριχ mοδελ ισ τηατ ιτ ισ τηε σαmε ασ τηε παραmετριχ mοδελ οφ Σεχτιον 3.1. Τηε

νεξτ ελεmεντ ιν τηε Βαψεσιαν νονπαραmετριχ αναλψσισ ινϖολϖεσ τηε ρεσεαρχηερ σπεχιφψινγ τηε

πριορ παραmετερ, �, ωηιχη ισ α σχαλαρ πρεχισιον παραmετερ ωηιχη ρεπρεσεντσ τηε ωειγητ οφ

ουρ βελιεφ ιν τηε πριορ Γ0: Τηε εξαχτ ρολε οφ � ωιλλ βε χλαρι�εδ βελοω. Φορmαλλψ, ωε ηαϖε,

φορ ι = 1; ::; Ν :

ωιϕ�ι � Φ (ωιϕ�ι);

�ι � Γ(:)

Γϕ� � D(�Γ0);

ωηερε ∀�∀ δενοτεσ ∀ισ διστριβυτεδ ασ∀, ανδ τηε λαστ εθυατιον ισ νοτατιον φορ ∀Γ ισ α ρανδοm
διστριβυτιον γενερατεδ βψ α Dιριχηλετ προχεσσ ωιτη βασε mεασυρε �Γ0∀.

Αντονιακ, 1974 (ορ τηε οτηερ χιτατιονσ ιν τηισ σεχτιον) γιϖε mορε δεταιλσ αβουτ πρεχισελψ

ωηατ τηε πρεϖιουσ σεντενχε mεανσ. Ηοωεϖερ, ιτσ ιmπλιχατιονσ αρε βεστ υνδερστοοδ βψ χον−

σιδερινγ ωηατ τηε Dιριχηλετ προχεσσ πριορ ιmπλιεσ φορ χερταιν χονδιτιοναλ πριορ διστριβυτιονσ.

Ιτ χαν βε σηοων τηατ:

�ιϕ�(ι) � �αΝ�1Γ0 + αΝ�1
ΝΞ

ϕ=1;ϕ 6=ι

�(�ϕ); (4.2)

7Σεε Εσχοβαρ ανδ Wεστ (1995) φορ α δισχυσσιον (ανδ φυρτηερ χιτατιονσ) τηατ αργυε τηατ τηισ ∀πριορ∀ πλαψσ
α ρολε τηατ ισ σιmιλαρ το τηε κερνελ ιν νονπαραmετριχ κερνελ σmοοτηινγ αλγοριτηmσ.
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ωηερε �(ι) = (�1; ::; �ι�1; �ι+1; ::; �Ν)
0; �(�ϕ) = 1 ιφ �ι = �ϕ (=0 οτηερωισε) ανδ αΝ�1 =

1
�+Ν�1

. Ιν οτηερ ωορδσ, α πριορι, �ι ισ ειτηερ δραων φροm Γ0 (ιν τηισ παπερ, τηε Νορmαλ

διστριβυτιον) ορ ρανδοmλψ χηοσεν φροm τηε οτηερ ρεαλιζεδ ϖαλυεσ, �(ι). Εθυατιον (4.2) αλσο

mακεσ χλεαρ τηε ρολε οφ �. Ασ � αππροαχηεσ ζερο, τηε �ρστ τερm ον τηε ριγητ ηανδ σιδε

οφ (4.2) ϖανισηεσ ανδ τηε χονδιτιοναλ πριορ βεχοmεσ πυρελψ νονπαραmετριχ. Τηατ ισ, �ιϕ�(ι)

αππροαχηεσ α δισχρετε διστριβυτιον ωιτη ποιντσ οφ συππορτ γιϖεν βψ τηε οτηερ ρεαλιζεδ ϖαλυεσ.

Εθυιϖαλεντλψ, (4.2) βεχοmεσ α ηιστογραm οφ τηε οτηερ ρεαλιζεδ ϖαλυεσ, �(ι): Ιν χοντραστ, ασ �

αππροαχηεσ ιν�νιτψ τηε πριορ βεχοmεσ mορε ανδ mορε παραmετριχ ανδ, ιν τηε λιmιτ, �ιϕ�(ι) �
Γ0(�ι). Ιν τηε πρεσεντ χασε, ωε αππροαχη τηε mοδελ οφ Σεχτιον 3.1 ωιτη προδυχτιϖιτψ βεινγ

λογ−Νορmαλλψ διστριβυτεδ αχροσσ ινδιϖιδυαλσ.

Τηε χονδιτιοναλ ποστεριορσ αναλογουσ το (4.2) προϖιδε αδδιτιοναλ ιντυιτιον. Ιτ χαν βε

σηοων τηατ τηεσε αρε:

�ιϕ�(ι);W � θι0Γι0 +
ΝΞ

ϕ=1;ϕ 6=ι

θιϕ�(�ϕ); (4.3)

ωηερε

γι0 = φ(ωιϕ�ι)γ0(�ι); (4.4)

θι0 / �
Ζ
φ(ωιϕ�ι)γ0(�ι)δ�ι; (4.5)

θιϕ / φ(ωιϕ�ϕ); (4.6)

ΠΝ
λ=0 θιλ = 1 ανδ γι0(:); γ0(:) ανδ φ(:) αρε δενσιτιεσ χορρεσπονδινγ το τηε διστριβυτιονσ

Γι0(:); Γ0(:) ανδ Φ (:), ρεσπεχτιϖελψ.

Νοτε �ρστ τηατ (4.3), λικε (4.2) ισ α mιξτυρε οφ α παραmετριχ ανδ νονπαραmετριχ παρτ.

Τηε παραmετριχ παρτ ισ α ποστεριορ οβταινεδ βψ υπδατινγ τηε βασε πριορ ϖια τηε λικελιηοοδ
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φυνχτιον φορ ονε οβσερϖατιον, ωι (ι.ε. ιτ ισ τηε ποστεριορ ωε ωουλδ ηαϖε οβταινεδ υσινγ τηε

παραmετριχ mοδελ οφ Σεχτιον 3.1 ωιτη ονε δατα ποιντ). Τηε νονπαραmετριχ παρτ ινϖολϖεσ

mερελψ τηε οτηερ ρεαλιζατιονσ, �(ι). Σεχονδλψ, τηε ωειγητ πλαχεδ ον τηε παραmετριχ παρτ ισ

γιϖεν βψ (4.5). Νοτε τηατ τηισ ισ προπορτιοναλ το τηε mαργιναλ δενσιτψ οφ τηε ρεαλιζεδ δατα

ποιντ ωι (ι.ε. τηε mαργιναλ λικελιηοοδ ωηιχη ωουλδ ηαϖε οβταινεδ ιν Σεχτιον 3 ιφ ωε ονλψ

ηαδ ονε δατα ποιντ). Λοοσελψ σπεακινγ, τηισ mεασυρεσ ηοω λικελψ τηε οβσερϖεδ δατα ποιντ

χουλδ ηαϖε χοmε φροm τηε παραmετριχ mοδελ. Ιφ θι0 ισ ηιγη, τηεν mορε ωειγητ ισ πλαχεδ ον

τηε παραmετριχ mοδελ. Σεχονδλψ, τηε πριορ παραmετερ, �, αλσο εντερσ (4.5). Ασ δισχυσσεδ

αβοϖε, ασ � γοεσ το ζερο λεσσ ανδ λεσσ ωειγητ ισ πλαχεδ ον τηε παραmετριχ παρτ οφ τηε mοδελ.

Ασ � γοεσ το ιν�νιτψ, τηε mοδελ γοεσ το τηε πυρελψ παραmετριχ mοδελ οφ Σεχτιον 3. Τηιρδλψ,

τηε ωειγητ πλαχεδ ον ανψ οφ τηε οτηερ ρεαλιζατιονσ ιν �(ι) ισ γιϖεν βψ (4.6). Τηισ ισ τηε ωαγε

δενσιτψ ασσυmινγ α λογ−προδυχτιϖιτψ οφ �ϕ εϖαλυατεδ ατ τηε ι
τη οβσερϖατιον. Ηενχε, τηισ ισ α

mεασυρε οφ ηοω πλαυσιβλε ιτ ισ τηατ ωι ισ γενερατεδ φροm τηε ωαγε δενσιτψ χαλχυλατεδ υσινγ

�ϕ. Χλασσιχαλ νονπαραmετριχ κερνελ αλγοριτηmσ χαν βε ιντερπρετεδ ασ �ττινγ α δενσιτψ ατ α

ποιντ υσινγ ωειγητεδ αϖεραγεσ οφ νεαρβψ δατα ποιντσ. Νοτε τηατ τηισ ισ εξαχτλψ ωηατ τηε

Βαψεσιαν mετηοδ ισ δοινγ. Τηε ωειγητσ ιν τηε λοχαλ αϖεραγινγ αρε γιϖεν βψ θιϕ ωηιχη χαν

βε ιντερπρετεδ ασ α mεασυρε οφ ηοω ∀χλοσε∀ ορ ∀πλαυσιβλε∀ �ϕ ισ φορ εαχη ϕ 6= ι. Φουρτηλψ, φορ
�ξεδ �, ασ Ν γοεσ το ιν�νιτψ τηε παραmετριχ παρτ οφ (4.3) ωιλλ ρεχειϖε λεσσ ανδ λεσσ ωειγητ.

Ηενχε, ασψmπτοτιχαλλψ τηε αππροαχη βεχοmεσ ινχρεασινγλψ νονπαραmετριχ. Φιφτηλψ, (4.3) χαν

βε ιντερπρετεδ ασ α σmοοτηεδ ηιστογραm ωηερε τηε σmοοτηινγ ισ προϖιδεδ βψ Γι0.

Εθυατιονσ (4.3)−(4.6) χαν βε υσεδ ασ παρτ οφ αν ΜΧΜΧ αλγοριτηm φορ χαρρψινγ ουτ

νονπαραmετριχ Βαψεσιαν ινφερενχε. Ηενχε, τηε πρεϖιουσ mατεριαλ ισ αλλ ονε νεεδσ το κνοω

ιν ορδερ το υνδερστανδ ανδ ιmπλεmεντ Βαψεσιαν νονπαραmετριχ mετηοδσ. Ηοωεϖερ, ιν

πραχτιχε, ωε υσε α mορε ε�χιεντ αλγοριτηm ουτλινεδ ιν Wεστ, Μυλλερ ανδ Εσχοβαρ (1994)

(σεε Αππενδιξ φορ mορε δεταιλσ).
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4.2 Μεασυρεmεντ Ερρορ

Τηε δεριϖατιον οφ α mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ ηαϖινγ α διστριβυτιον οφ υνκνοων φορm

προχεεδσ αλονγ σιmιλαρ λινεσ το τηε πρεϖιουσ συβσεχτιον. Ιν παρτιχυλαρ, τηε εθυιλιβριυm σεαρχη

mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ ιmπλιεσ α ωαγε διστριβυτιον φορ α �ρm γιϖεν βψ

Φ (ωιϕ∀ι) =
1 + �

�

 

1�
σ
π� ωι � ∀ι
π� ρ

!

Ι(Β): (4.7)

Wε ασσυmε ∀ι χοmεσ φροm α διστριβυτιον, Γ(∀ι), ωιτη υνκνοων φορm ανδ mοδελ Γ(:) υσινγ

α Dιριχηλετ προχεσσ. Ηενχε, ωε ηαϖε

ωιϕ∀ι � Φ (ωιϕ∀ι);

∀ι � Γ(:)

Γϕ� � D(�Γ0);

ωηερε Γ0 ισ γιϖεν βψ (3.4). Wιτη τηεσε χηοιχεσ (ανδ ωιτη �σ ρεπλαχεδ βψ ∀σ), τηε χονδι−

τιοναλ πριορσ ανδ ποστεριορσ αρε ασ ιν εθυατιονσ (4.2) τηρουγη (4.6) ανδ τηε σαmε ιντυιτιϖε

mοτιϖατιον αππλιεσ. Φυρτηερ δεταιλσ αβουτ Βαψεσιαν ινφερενχε φορ τηισ mοδελ αρε γιϖεν ιν

τηε Αππενδιξ.

4.3 Ιντερπρετατιον οφ Βαψεσιαν Νονπαραmετριχ Μετηοδσ

Τηε Βαψεσιαν νονπαραmετριχ αππροαχη αλλοωσ υσ το �τ τηε ωαγε διστριβυτιον αλmοστ περφεχτλψ

ιν τηε σαmε ωαψ ασ τηε νονπαραmετριχ κερνελ αππροαχηεσ ωηιχη αρε ινχρεασινγλψ ποπυλαρ

ιν τηε εmπιριχαλ ϕοβ σεαρχη λιτερατυρε (σεε, ε.γ., Βοντεmπσ, Ροβιν ανδ ϖαν δεν Βεργ, 1999,

2000 ανδ Νιελσεν ανδ Ροσηολm, 1999). Ηοωεϖερ, βεχαυσε τηε Βαψεσιαν αππροαχη ισ βασεδ

ον α ωελλ−δε�νεδ προβαβιλιστιχ mοδελ, αλλ τηε υσυαλ τοολσ οφ Βαψεσιαν mοδελ χοmπαρισον
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ανδ τεστινγ χαν βε υσεδ. Ιν παρτιχυλαρ, ωε χαν χαλχυλατε τηε mαργιναλ λικελιηοοδ φορ τηε

mοδελσ δεσχριβεδ ιν τηισ σεχτιον ανδ υσε τηεm το χαλχυλατε Βαψεσ φαχτορσ χοmπαρινγ α

νονπαραmετριχ mοδελ το α παραmετριχ αλτερνατιϖε. Ασ ισ στανδαρδ ιν Βαψεσιαν αναλψσεσ,

τηε mαργιναλ λικελιηοοδ ωιλλ ρε
εχτ τηε �τ οφ τηε mοδελ, βυτ ωιλλ αλσο ινχλυδε α ρεωαρδ φορ

παρσιmονψ. Οφ χουρσε, τηε νονπαραmετριχ mοδελ ωιλλ �τ τηε δατα βεττερ τηαν χορρεσπονδινγ

παραmετριχ αλτερνατιϖε (ε.γ. τηε νονπαραmετριχ mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ

ωιλλ �τ βεττερ τηαν τηε παραmετριχ mοδελ ωιτη ηετεργενειτψ ιν προδυχτιτιϖψ). Ηοωεϖερ,

τηε ρεωαρδ φορ παρσιmονψ mεανσ τηατ τηε mορε χοmπλιχατεδ νονπαραmετριχ mοδελ mαψ νοτ

ηαϖε τηε ηιγηερ mαργιναλ λικελιηοοδ. Ιν εσσενχε, Βαψεσιαν mετηοδσ προϖιδε υσ ωιτη α φορmαλ

mεασυρε, ροοτεδ ιν προβαβιλιτψ τηεορψ, οφ ωηετηερ τηε αδδεδ 
εξιβιλιτψ οφ τηε νονπαραmετριχ

mοδελ ισ οφ συ�χιεντ ωορτη.

Φυρτηερmορε, Βαψεσιαν mετηοδσ αλλοω φορ τηε χοmπαρισον οφ τωο δι�ερεντ νονπαραmετριχ

mοδελσ. Ιν οτηερ ωορδσ, τηεψ αλλοω φορ α ϖαλιδ στατιστιχαλ χοmπαρισον οφ τωο mοδελσ, βοτη

οφ ωηιχη mιγητ �τ τηε δατα αλmοστ περφεχτλψ. Ιν τηε χοντεξτ οφ τηε εmπιριχαλ ϕοβ σεαρχη

λιτερατυρε, ωηερε τηερε αρε mανψ δι�ερεντ ωαψσ οφ ιmπροϖινγ δατα �τ (ε.γ. ηετερογενειτψ ιν

προδυχτιϖιτψ ορ ρεσερϖατιον ωαγε, mεασυρεmεντ ερρορ, ετχ.), τηε αβιλιτψ οφ Βαψεσιαν mετη−

οδσ το αλλοω φορ φορmαλ mοδελ χοmπαρισον ισ αν ενορmουσ αδϖανταγε. Ηενχε, ιτ ισ υσεφυλ

το εξπλαιν ωηατ α Βαψεσ φαχτορ χοmπαρινγ τωο νονπαραmετριχ mοδελσ ωιλλ βε χαπτυρινγ.

Τραδιτιοναλλψ, mοστ αυτηορσ ηαϖε φοχυσσεδ ον τηε φαχτ τηατ Βαψεσ φαχτορσ χονταιν α ρεωαρδ

φορ παρσιmονψ (ι.ε. αλλ ελσε βεινγ εθυαλ, τηε Βαψεσ φαχτορ συππορτσ τηε mορε παρσιmονιουσ

mοδελ) ανδ α ρεωαρδ φορ �τ (ι.ε. αλλ ελσε βεινγ εθυαλ, τηε Βαψεσ φαχτορ συππορτσ τηε mοδελ

ωηιχη �τσ βεστ). Ηοωεϖερ, Βαψεσ φαχτορσ αλσο ρεωαρδ τηε mοδελ ωηιχη εϖινχεσ α ηιγηερ

δεγρεε οφ χοmπατιβιλιτψ βετωεεν πριορ ανδ λικελιηοοδ φυνχτιον.8 Ιφ ωε αρε χοmπαρινγ τωο

νονπαραmετριχ mοδελσ, τηε �ρστ τωο οφ τηεσε ρεωαρδσ ωιλλ τενδ το βε θυιτε σιmιλαρ ανδ,

ηενχε, τηε Βαψεσ φαχτορ ωιλλ λικελψ βε δριϖεν βψ τηε τηιρδ. Τηυσ, τηε χηοιχε βετωεεν τωο

8Σεε, φορ ινστανχε, ϑυδγε, Γρι�τησ, Ηιλλ, Λυτκεποηλ ανδ Λεε, 1985, ππ. 128−131 φορ α δισχυσσιον οφ τηεσε
ισσυεσ ιν τηε χοντεξτ οφ τηε Νορmαλ λινεαρ ρεγρεσσιον mοδελ.
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νονπαραmετριχ mοδελσ ωιλλ χοmε δοων το ωηιχη ονε ηασ λεαστ χον
ιχτ βετωεεν πριορ ανδ

δατα ινφορmατιον. Wε ωουλδ αργυε τηατ τηισ ισ α ϖερψ σενσιβλε βασισ φορ mοδελ χοmπαρισον.

Ρεmεmβερ τηατ α κεψ χοmπονεντ οφ τηε πριορ ισ α διστριβυτιοναλ ασσυmπτιον αβουτ τηε φορm

οφ ηετερογενειτψ. Wιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ, τηε βασε πριορ, Γ0, σαψσ προδυχτιϖιτψ

ισ λογ−Νορmαλλψ διστριβυτεδ. Ιν τηε οτηερ mοδελ, τηε βασε πριορ σαψσ mεασυρεmεντ ερρορ ισ

Νορmαλλψ διστριβυτεδ.

Φυρτηερmορε, τηε ϖαλυεσ σελεχτεδ φορ πριορ ηψπερπαραmετερσ χαν βε χηοσεν το mακε

στατεmεντσ λικε ∀ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ ισ λικελψ το βε φαιρλψ σmαλλ∀, ορ ∀mεασυρεmεντ

ερρορ ωιλλ λικελψ ηαϖε mεαν ζερο∀, ετχ. Α Βαψεσ φαχτορ χοmπαρινγ τηε νονπαραmετριχ mοδελ

ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ το τηε ονε ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ ωιλλ συππορτ τηε

mοδελ ωηερε τηε δατα εϖιδενχε ισ mοστ χονσιστεντ ωιτη τηεσε πριορ ασσυmπτιονσ. Σο, φορ

ινστανχε, ιφ ωε ωερε το �νδ τηε διστριβυτιον οφ προδυχτιϖιτψ το βε ϖερψ δι�ερεντ φροm λογ−

Νορmαλ, ωηιλε mεασυρεmεντ ερρορ ωασ αλmοστ Νορmαλ, τηεν τηε mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ

ερρορ ωουλδ βε συππορτεδ. Wε αργυε τηατ τηισ ισ α ϖερψ σενσιβλε βασισ (περηαπσ τηε ονλψ

βασισ) φορ χοmπαρισον οφ mοδελσ ωηιχη �τ περφεχτλψ. Φυρτηερmορε, ιτ φορmαλιζεσ α σενσιβλε

ινφορmαλ πραχτιχε. Ιφ ονε ωερε το εστιmατε α νονπαραmετριχ mοδελ ανδ �νδ τηε ρεσυλτσ

λοοκεδ οδδ, τηισ ωουλδ βε ινφορmαλ εϖιδενχε αγαινστ τηε mοδελ. Τηε Βαψεσιαν αππροαχη

πυτσ τηισ ρεασοναβλε πραχτιχε ον α �ρm στατιστιχαλ φοοτινγ.

5 Εmπιριχαλ Ρεσυλτσ

Τηε δατα υσεδ ιν τηισ παπερ αρε τακεν φροm Βοωλυσ, Κιεφερ ανδ Νευmανν (1995) ωηο

προϖιδε δεταιλσ αβουτ τηε δατα (σεε αλσο Κιεφερ ανδ Νευmανν, 1993).9 Βριε
ψ, τηε δατα

χονσιστσ οφ Ν=697 ωεεκλψ ωαγεσ φορ ωηιτε ηιγη σχηοολ γραδυατεσ τακεν φροm τηε ΝΛΣΨ ανδ

ρεπορτεδ ιν χονσταντ 1982 ΥΣ δολλαρσ. Αλλ ωαγεσ αρε φορ τηε �ρστ ϕοβ τακεν αφτερ γραδυατιον

9Τηε δατα ωερε οβταινεδ φροm τηε ϑουρναλ οφ Αππλιεδ Εχονοmετριχσ δατα αρχηιϖε ατ
ηττπ://θεδ.εχον.θυεενσυ.χα:80/ϕαε/.
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ωηιχη λαστσ φορ mορε τηαν 2 ωεεκσ ανδ ινϖολϖεσ mορε τηαν 20 ηουρσ περ ωεεκ. Dεταιλσ

οφ τηε ρελατιϖελψ νονινφορmατιϖε πριορσ υσεδ αλονγ ωιτη ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ φορ ποστεριορ

χοmπυτατιον αρε γιϖεν ιν τηε Αππενδιξ. Τηε mεαν, mεδιαν, στανδαρδ δεϖιατιον, mινιmυm

ανδ mαξιmυm οφ τηε ωαγεσ αρε 185.38, 175.00, 71.69, 73.92 ανδ 364.72, ρεσπεχτιϖελψ.

Ταβλε 1 χονταινσ ποιντ εστιmατεσ ανδ στανδαρδ δεϖιατιονσ οφ αλλ παραmετερσ ιν εαχη οφ

τηε �ϖε mοδελσ (ι.ε. τηε βασιχ mοδελ πλυσ τωο mοδελσ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ

ανδ τωο ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ). Ταβλε 2 χονταινσ τηε λογσ οφ τηε Βαψεσ φαχτορσ χοmπαρινγ

εαχη παιρ οφ mοδελσ

Φορ τηε mοδελσ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ, α ϖερψ λαργε αmουντ οφ ηετερογενειτψ

ισ πρεσεντ. Φορ ινστανχε, τηε ποιντ εστιmατεσ φορ τηε παραmετριχ mοδελ ιmπλψ α 95% ιντερϖαλ

φορ λογ−προδυχτιϖιτψ οφ [5.127,6.161]. Ιφ ωε τακε τηε εξπονεντιαλ οφ τηε υππερ ανδ λοωερ

βουνδσ το οβταιν α ρουγη ιδεα οφ ωηατ τηισ ιντερϖαλ ιmπλιεσ φορ προδυχτιϖιτψ ωε οβταιν

[∃168.51,∃473.90]. Ιν οτηερ ωορδσ, ιν ορδερ εξτενδ τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ το

οβταιν α βεττερ �τ φορ τηε ωαγε δενσιτψ, ωε ηαϖε το αλλοω φορ προδυχτιϖιτψ οφ υνσκιλλεδ

ωορκερσ ιν δι�ερεντ mαρκετσ το ϖαρψ φροm αρουνδ ∃150 το ∃500 περ ωεεκ.

Φορ τηε νονπαραmετριχ mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ, � ισ ϖερψ λαργε ρελατιϖε

το Ν. Τηισ ινδιχατεσ τηατ τηε παραmετριχ παρτ οφ τηε mοδελ ισ δοινγ θυιτε ωελλ ατ �ττινγ τηε

ωαγε δενσιτψ ανδ τηε νονπαραmετριχ παρτ οφ τηε mοδελ δοεσ νοτ αδδ mυχη (σεε εθυατιονσ

4.2 ανδ 4.5).
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Ταβλε 1: Ποστεριορ Μεανσ οφ Παραmετερσ
(Ποστεριορ στανδαρδ δεϖιατιονσ ιν παρεντηεσεσ)

Βασιχ Ηετερο−Παραm. Ηετερο−Νον. Ερρορ−Παραm. Ερρορ−Νον.

ρ
70.921
(2.878)

72.806
(1.115)

72.875
(1.042)

71.993
(1.994)

78.971
(11.59)



4.261
(0.042)

4.288
(0.016)

4.289
(0.015)

4.276
(0.029)

4.359
(0.142)

π
401.81
(0.487)

| |
333.98
(18.66)

403.30
(11.82)

�
5.996
(0.001)

| |
5.809
(0.054)

5.998
(0.032)

η
365.11
(0.331)

| |
304.87
(16.54)

331.19
(18.77)

�� |
5.644
(0.019)

5.643
(0.018)

| |

�� |
0.264
(0.017)

0.265
(0.017)

| |

�∀ | | |
9.781
(6.834)

16.61
(6.517)

�∀ | | |
37.213
(5.073)

31.195
(4.116)

� | |
5,669.8
(1245.8)

|
28.145
(42.969)

Νοτεσ το Ταβλε 1: Τηε ηεαδινγσ ιν χολυmνσ 2−6 ρεφερ το τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ (σεχ−

τιον 2), τηε παραmετριχ mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ (σεχτιον 3.1), τηε νονπαραmετριχ

mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ (σεχτιον 4.1), τηε παραmετριχ mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ

ερρορ ιν ωαγεσ (σεχτιον 3.2) ανδ τηε νονπαραmετριχ mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ ιν ωαγεσ (σεχ−

τιον 4.2), ρεσπεχτιϖελψ.

Τηε mοδελ ωιτη Νορmαλ mεασυρεmεντ ερρορ �νδσ �∀ το βε ϖερψ λαργε. Ιντερεστινγλψ, τηε

εστιmατεδ υππερ βουνδ ον τηε ωαγε διστριβυτιον ισ λεσσ τηαν τηε ηιγηεστ οβσερϖεδ ωαγε.

Τηε ρεασον φορ τηισ ανοmολψ ισ τηατ τηε ∀ισ φορ τηε ηιγηερ ωαγεσ ιν τηε σαmπλε αρε ϖερψ

νεγατιϖε. Ρεmεmβερ τηατ εθυατιον (3.4) ιmπλιεσ τηατ mεασυρεmεντ ερρορσ αρε διστριβυτεδ
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Νορmαλλψ, ινδεπενδεντ οφ εαχη οτηερ ανδ τηε δατα. Ιφ ωε χαλχυλατε τηε ποστεριορ mεανσ οφ

τηε ∀ισ τηεψ στρονγλψ σεεm το ϖιολατε τηε λαττερ ασσυmπτιον. Ιν φαχτ, τηε χορρελατιον βετωεεν

τηε οβσερϖεδ ωαγεσ ανδ τηε ερρορσ ισ −.88! Τηατ ισ, το �τ τηε ωαγε δενσιτψ (σεε εθυατιον

3.5) τηε mοδελ ωαντσ το υσε ∀ι το αδϕυστ λοω ωαγεσ υπωαρδ ανδ ηιγη ωαγεσ δοωνωαρδ.

Ηενχε, �τ χονσιδερατιονσ ιmπλψ mεασυρεmεντ ερρορ σηουλδ βε ηιγηλψ χορρελατεδ ωιτη ωαγεσ.

Τηισ ισ ατ οδδσ ωιτη ουρ ασσυmπτιον τηατ mεασυρεmεντ ερρορ ισ ινδεπενδεντ οφ τηε ωαγεσ.

Τηε τενσιον βετωεεν τηεσε τωο ιmπερατιϖεσ ψιελδσ α mοδελ ωηιχη �τσ α βιτ βεττερ τηαν

τηε βασιχ mοδελ, βυτ τηε χον
ιχτ βετωεεν πριορ ανδ δατα ινφορmατιον ιmπλιεσ τηατ Βαψεσ

φαχτορσ γιϖε λιττλε συππορτ φορ τηε mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ (σεε Ταβλε 2). Ιν οτηερ

ωορδσ, φορ mεασυρεmεντ ερρορ το εξπλαιν τηε ποορ �τ οφ τηε βασιχ mοδελ, ιτ mυστ βε τηε

χασε τηατ ηιγη ωαγε ινδιϖιδυαλσ αρε χονσιστεντλψ mασσιϖελψ οϖερ−ρεπορτινγ τηειρ ωαγεσ ωηιλε

λοω ωαγε ινδιϖιδυαλσ αρε υνδερ−ρεπορτινγ. Σινχε τηισ δοεσ νοτ σεεm ρεασοναβλε (ωηερε

∀ρεασοναβλενεσσ∀ ισ mεασυρεδ βψ τηε πριορ) τηε Βαψεσ φαχτορσ mασσιϖελψ ρεϕεχτ τηε mοδελ.

Τηε νονπαραmετριχ mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ ιν ωαγεσ ινδιχατεσ τηατ λαργε δεπαρ−

τυρεσ φροm τηε βασε πριορ αρε ρεθυιρεδ ιν ορδερ το �τ τηε δατα (Ρεmεmβερ τηατ τηε βασε

πριορ, Γ0, ηασ mεασυρεmεντ ερρορ βεινγ ι.ι.δ. Νορmαλ). Ονε ινδιχατιον οφ τηισ ισ τηατ τηε

ποστεριορ φορ � ινδιχατεσ τηατ ιτ ισ θυιτε σmαλλ (ρελατιϖε το Ν). Ηενχε, mορε ωειγητ ισ βεινγ

πλαχεδ ον τηε νονπαραmετριχ παρτ οφ τηε mοδελ (σεε εθυατιον 4.5).

Τηεσε �νδινγσ αρε ρεινφορχεδ ιν Φιγυρεσ 1 ανδ 2, ωηιχη πλοτ τηε εmπιριχαλ ωαγε δενσιτψ10

αλονγ ωιτη τηε ωαγε δενσιτιεσ φορ εαχη οφ ουρ mοδελσ εϖαλυατεδ ατ τηε ποστεριορ mεανσ οφ

τηε παραmετερσ. Το βε πρεχισε, φορ τηε παραmετριχ mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ τηε ωαγε

δενσιτψ ισ γιϖεν ιν (3.5). Wε πλυγ ποστεριορ mεανσ φορ ρ ανδ π ιντο τηισ φορmυλα. Φορ εαχη

οφ α γριδ οφ ποσσιβλε ϖαλυεσ φορ ω, ωε τακε τηε ποστεριορ mεανσ οφ �∀; �
2
∀ ανδ ρεπεατεδλψ

σιmυλατε ∀σ ανδ εϖαλυατε (3.5) ατ εαχη σιmυλατεδ δραω ανδ αϖεραγε τηε ρεσυλτ. Τηισ αλλοωσ

υσ το πλοτ τηε ωαγε δενσιτψ ωιτη ∀ ιντεγρατεδ ουτ. Α σιmιλαρ στρατεγψ ισ υσεδ φορ τηε οτηερ

παραmετριχ mοδελ. Φορ τηε νονπαραmετριχ mοδελσ ωε υσε (4.2), εϖαλυατεδ ατ τηε ποστεριορ

10Τηε εmπιριχαλ ωαγε δενσιτψ ισ α σιmπλε ηιστογραm υσινγ 20 βινσ οφ εθυαλ σιζε.
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mεαν φορ �, το ιντεγρατε ουτ ∀ ορ �.

Τηεσε �γυρεσ χον�ρm τηατ τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ιmπλιεσ αν ινχρεασινγ ωαγε

δενσιτψ ανδ, τηυσ, ο�ερσ α ϖερψ ποορ �τ φορ τηε εmπιριχαλ ωαγε δενσιτψ. Ιν χοντραστ, βοτη οφ

τηε mοδελσ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ αππεαρ το ο�ερ α ϖερψ γοοδ �τ (ιν α σmοοτηεδ

σενσε). Τηατ ισ, τηε �ττεδ ωαγε δενσιτιεσ φορ τηεσε mοδελσ λοοκ λικε α νονπαραmετριχαλλψ

κερνελ σmοοτηεδ ϖερσιον οφ τηε εmπιριχαλ ωαγε δενσιτψ. Ηοωεϖερ, τηε νονπαραmετριχ mοδελ

ο�ερσ ϖερψ λιττλε ιmπροϖεmεντ ιν �τ οϖερ τηε παραmετριχ ονε.

Αδδινγ Νορmαλ mεασυρεmεντ ερρορ το τηε εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ιmπροϖεσ �τ σοmε−

ωηατ, βυτ τηε �τ ισ νοτ νεαρλψ ασ γοοδ ασ τηατ προϖιδεδ βψ τηε mοδελσ ωιτη ηετερογενειτψ

ιν προδυχτιϖιτψ. Αλλοωινγ φορ mεασυρεmεντ ερρορ ιν α νονπαραmετριχ φασηιον σεεmσ το ο�ερ

ονλψ σλιγητ ιmπροϖεmεντσ ιν �τ. Τηε ρεασον φορ τηε αππαρεντ ποορ περφορmανχε οφ τηε νον−

παραmετριχ mεασυρεmεντ ερρορ mοδελ ισ παρτλψ δυε το τηε ωαψ ωε ηαϖε χονστρυχτεδ Φιγυρε

2. Νοτε τηατ τηε οβσερϖεδ ωαγεσ αρε νοτ υσεδ (ι.ε. ωε αρε ιντεγρατινγ ουτ ∀ ατ εαχη γριδ

ποιντ φορ τηε ωαγεσ). Βυτ, ιν ορδερ το �τ βεττερ, τηε ωαγεσ ανδ τηε ερρορσ ηαϖε το βε χορρε−

λατεδ. Τηε Dιριχηλετ προχεσσ ιmπλιχιτλψ δοεσ τηισ τηρουγη εθυατιον (4.6) οφ τηε ποστεριορ (ι.ε.

ιτ γρουπσ χλυστερσ οφ ωορκερσ ωιτη σιmιλαρ ωαγεσ ασ ηαϖινγ τηε σαmε mεασυρεmεντ ερρορ).

Ηοωεϖερ, σινχε ωε δο νοτ υσε τηε δατα ιν ουρ �γυρεσ, ωε δο νοτ υσε (4.6). Ιντυιτιϖελψ,

Φιγυρεσ 1 ανδ 2 αρε νοτ ωελλ−δεσιγνεδ το σηοω τηε ποστεριορ �τ οφ τηε νονπαραmετριχ mοδελσ

αmδ τηε αππαρεντ λαχκ οφ α περφεχτ �τ (ιν α σmοοτηεδ σενσε) βψ τηε νονπαραmετριχ mοδελ

ιν Φιγυρε 2 ισ το βε εξπεχτεδ.

Νεϖερτηελεσσ, ιτ ισ τηε χασε τηατ τηε �τ οφ τηε νονπαραmετριχ mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ

ερρορ ισ νοτ ασ γοοδ ασ α κερνελ σmοοτηεδ νονπαραmετριχ εστιmατε ωουλδ προϖιδε. Το σεε

ωηψ τηε ρελατιϖελψ ποορ �τ οφ τηισ νονπαραmετριχ mοδελ οχχυρεδ, ωε ινϖεστιγατεδ ωηατ

σορτ οφ mεασυρεmεντ ερρορσ ωουλδ βε ρεθυιρεδ φορ τηε ωαγε δενσιτψ φροm τηε mοδελ ωιτη

mεασυρεmεντ ερρορ το mατχη περφεχτλψ ωιτη τηε εmπιριχαλ ωαγε δενσιτψ. Το βε πρεχισε, ωε

χαρριεδ ουτ τηε φολλοωινγ εξπεριmεντ. Φιρστλψ, ωε υσεδ τηε ραω ωαγε δατα ανδ χονστρυχτεδ α

κερνελ σmοοτηεδ εστιmατε οφ τηε ωαγε δενσιτψ. Σεχονδλψ, ωε τοοκ εθυατιον (3.5) εϖαλυατεδ
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ατ τηε ποστεριορ mεανσ φορ π ανδ ρ, ανδ φουνδ τηε ϖαλυεσ οφ τηε ∀ισ ωηιχη ωουλδ χαυσε (3.5)

το mατχη εξαχτλψ ωιτη τηε κερνελ σmοοτηεδ δενσιτψ φροm τηε �ρστ στεπ.

Τηε ρεσυλτινγ ϖαλυεσ οφ τηε ∀ισ ωερε τρυλψ βιζαρρε. Φορ ινστανχε, τηε στανδαρδ δεϖιατιον οφ

τηε ∀ισ ρεθυιρεδ το �τ τηε ωαγε δενσιτψ περφεχτλψ ωασ 519,205. Ιφ τηε δατα ισ ορδερεδ σο τηατ

ινδιϖιδυαλ 1 ηασ τηε λοωεστ ωαγε ανδ ινδιϖιδυαλ Ν τηε ηιγηεστ, τηεν τηε χορρελατιον βετωεεν

∀ι ανδ ∀ι+1 ισ 0.99996. Ιτ σεεmσ τηατ εϖεν Dιριχηλετ mιξτυρεσ οφ Νορmαλσ ηαϖε τρουβλε �ττινγ

α διστριβυτιον ωιτη συχη προπερτιεσ ωηεν ανψ σορτ οφ πριορ ινφορmατιον ισ αλλοωεδ φορ. Βψ

λεττινγ τηε πριορσ φορ �; �∀ ανδ �∀ βεχοmε αλmοστ χοmπλετελψ νονινφορmατιϖε, ωε χουλδ

οβταιν α βεττερ �τ φορ τηε νονπαραmετριχ mοδελ. Ηοωεϖερ, συχη νονινονφορmατιϖε πριορ

χηοιχεσ ωουλδ τενδ το ψιελδ Βαψεσ φαχτορσ ωηιχη αλωαψσ φαϖορεδ τηε παραmετριχ mοδελ. Ιν

σηορτ, ρεγαρδλεσσ οφ ωηετηερ ωε mακε ρεασοναβλε πριορ χηοιχεσ βασεδ ον ωηατ ωε εξπεχτ

mεασυρεmεντ ερρορ το λοοκ λικε (ασ ωε ηαϖε δονε ιν τηισ παπερ), ορ υσε α νονινφορmατιϖε

πριορ, ωε ωιλλ αλωαψσ χοmε το τηε χονχλυσιον τηατ mεασυρεmεντ ερρορ ισ νοτ α γοοδ ωαψ οφ

εξτενδινγ τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελσ.

Τηε πρεϖιουσ δισχυσσιον χαν βε φορmαλισεδ βψ εξαmινινγ Ταβλε 2. Ασ φρεθυεντλψ ηαππενσ

ωιτη Βαψεσ φαχτορσ, ρεσυλτσ αρε ϖερψ στρονγ.11 Τηατ ισ, τηερε ισ α χλεαρ ρανκινγ οφ mοδελσ ιν

τερmσ οφ τηε ποστεριορ συππορτ τηεψ ρεχειϖε: 1) τηε παραmετριχ mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν

προδυχτιϖιτψ, 2) τηε νονπαραmετριχ mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ, 3) τηε βασιχ

mοδελ, 4) τηε νονπαραmετριχ mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ, ανδ 5) τηε παραmετριχ mοδελ

ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ. Τηε φορmερ τωο mοδελσ �τ τηε δατα ϖερψ ωελλ ανδ τηε ασσυmπτιον

οφ λογ−Νορmαλιτψ φορ τηε προδυχτιϖιτψ διστριβυτιον σεεmσ το mατχη τηε δατα θυιτε ωελλ (ι.ε.

τηε πριορ ανδ λικελιηοοδ αρε ιν αχχορδανχε). Αχχορδινγλψ τηεσε τωο mοδελσ οβταιν στρονγ

συππορτ οϖερ τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ ωηιχη ιmπλιεσ α χουντερφαχτυαλ ινχρεασινγ

ωαγε δενσιτψ.

11ςερψ λοοσελψ σπεακινγ, λογ Βαψεσ φαχτορσ οφτεν βεηαϖε λικε τηε δι�ερενχε οφ λογ−λικελιηοοδσ ωιτη αδ−
διτιοναλ τερmσ ρε
εχτινγ τηε πριορσ. Τηε λογ−λικελιηοοδσ οφ τηε mοδελσ υσεδ ιν τηισ παπερ αρε εξτρεmελψ
δι�ερεντ φροm ονε ανοτηερ, ανδ τηε πριορσ γιϖε α στρονγ ρεωαρδ φορ παρσιmονψ. Τηεσε χονσιδερατιονσ ηελπ
δριϖε τηε στρονγ �νδινγσ οφ Ταβλε 2.
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Τηε mοδελσ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ δο ϖερψ ποορλψ ρελατιϖελψ το τηε βασιχ mοδελ, εϖεν

τηουγη τηεψ �τ βεττερ. Τηε ρεασον φορ τηισ ωασ ουτλινεδ αβοϖε. Βριε
ψ, ιν ορδερ το ιmπροϖε

�τ, τηε mοδελ ωαντσ ϖαλυεσ οφ τηε ερρορσ ωηιχη αρε ϖερψ mυχη ατ οδδσ ωιτη τηε ασσυmπτιον

τηατ ερρορσ σηουλδ βε ινδεπενδεντ οφ τηε ωαγεσ. Ηενχε, ιφ ονε βελιεϖεσ τηατ mεασυρεmεντ

ερρορ σηουλδ βε ι.ι.δ. Νορmαλ (ασ τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ τηε παραmετριχ mοδελ ιmπλιεσ)

ορ δεπαρτυρεσ φροm ι.ι.δ. Νορmαλιτψ αρε νοτ τοο λαργε (ασ τηε πριορ φορ τηε νονπαραmετριχ

mοδελ ιmπλιεσ), τηεν ονε σηουλδ στρονγλψ ρεϕεχτ mεασυρεmεντ ερρορ ασ αν εξπλανατιον φορ τηε

φαιλυρε οφ τηε εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ. Τηε νονπαραmετριχ mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ

βεατσ τηε χοmπαραβλε παραmετριχ mοδελ δυε το ιτσ ιmπροϖεδ �τ ανδ, mορε ιmπορταντλψ, τηε

φαχτ τηατ ιτσ πριορ ισ mορε 
εξιβλε. Ηενχε, τηε χον
ιχτ βετωεεν πριορ ανδ δατα ινφορmατιον

ισ λεσσ φορ τηε νονπαραmετριχ τηαν τηε παραmετριχ mοδελ.

Ταβλε 2: Λογ Βαψεσ Φαχτορσ ιν Φαϖορ
οφ Μοδελ Λιστεδ ιν Φιρστ Χολυmν

Βασιχ Ηετερο−Παραm. Ηετερο−Νον. Ερρορ−Παραm. Ερρορ−Νον.
Βασιχ 0.0
Ηετερο−Παραm. 298 0.0
Ηετερο−Νον. 228 −70 0.00
Ερρορ−Παραm. −3361 −3659 −3589 0.00
Ερρορ−Νον. −146 −444 −374 3215 0.00

6 Χονχλυσιονσ

Ιν τηισ παπερ, ωε ηαϖε δεϖελοπεδ Βαψεσιαν mετηοδσ φορ παραmετριχ ανδ νονπαραmετριχ ιν−

φερενχε ιν ϖαριουσ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελσ. Wε ηαϖε αργυεδ τηατ α προβλεm ωιτη τηε

εξιστινγ λιτερατυρε ισ τηατ τηερε αρε νυmερουσ εξτενσιονσ το τηε βασιχ mοδελ ωηιχη, αλονγ

ωιτη νονπαραmετριχ mετηοδσ, χαν �τ τηε οβσερϖεδ ωαγε δενσιτψ περφεχτλψ. Τηισ οπενσ υπ

τηε ρισκ τηατ τηε εmπιριχαλ ϕοβ σεαρχη λιτερατυρε ωιλλ δεϖελοπ ιν αν υνσατισφαχτορψ mαννερ,

ωηερε εαχη ρεσεαρχηερ ηασ ηισ ορ ηερ οων εξτενσιον ον τηε βασιχ mοδελ ανδ αλλ ρεσεαρχηερσ

�τ τηε δατα περφεχτλψ. Wε ηαϖε αργυεδ τηατ Βαψεσιαν mετηοδσ αρε α λογιχαλ σολυτιον το
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τηε προβλεm. Βαψεσιαν παραmετριχ ορ νονπαραmετριχ mετηοδσ αλλοω φορ Βαψεσ φαχτορσ χοm−

παρινγ χοmπετινγ mοδελσ το βε χαλχυλατεδ. Βαψεσ φαχτορσ, απαρτ φροm τηε υσυαλ γοοδνεσσ

οφ �τ ανδ ρεωαρδ φορ παρσιmονψ χονσιδερατιονσ, χονταιν α ρεωαρδ φορ χοηερενχε βετωεεν

δατα ανδ πριορ ινφορmατιον. Φυρτηερmορε, τηε ∀πριορσ∀ τψπιχαλλψ υσεδ ιν τηε ϕοβ σεαρχη

λιτερατυρε αρε ηιεραρχηιχαλ ιν νατυρε σο τηατ α νον−Βαψεσιαν ωουλδ ιντερπρετ τηεm ασ παρτ

οφ τηε λικελιηοοδ (ε.γ. ωε υσε ασ α πριορ τηατ προδυχτιϖιτψ ισ λογ−Νορmαλλψ διστριβυτεδ,

ηοωεϖερ Κονινγ, Ριδδερ ανδ ϖαν δεν Βεργ, 1995 τρεατ αν ιδεντιχαλ ασσυmπτιον ασ παρτ οφ

τηε λικελιηοοδ φυνχτιον). Ιν τηε χοντεξτ οφ χοmπαρινγ mοδελσ ωηιχη αλλ �τ ωελλ, τηισ ρε−

ωαρδ φορ χοηερενχε βετωεεν πριορ ανδ δατα ινφορmατιον χαν ποτεντιαλλψ βε ϖερψ ιmπορταντ.

Τηατ ισ, τηε ρεσεαρχηερ ισ ρεθυιρεδ το σπεχιφψ ωηατ ηε/σηε τηινκσ αρε σενσιβλε προπερτιεσ φορ

τηε εξτενσιον υνδερ χονσιδερατιον (ε.γ. mεασυρεmεντ ερρορ σηουλδ βε βε ρουγηλψ Νορmαλ,

ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ σηουλδ νοτ βε τοο λαργε, προδυχτιϖιτψ σηουλδ ινχρεασε ωιτη

τραινινγ βυτ διmινισηινγ ρετυρνσ το τραινινγ σηουλδ εξιστ, ετχ.) ανδ δεπαρτυρεσ φροm τηε

πριορ αρε εϖιδενχε αγαινστ τηε mοδελ. Τηισ γιϖεσ α φορmαλ βασισ φορ τηε ινφορmαλ στρατεγψ οφ

λοοκινγ ατ τηε ρεσυλτσ ονε οβταινσ ανδ σεεινγ ιφ τηεψ λοοκ ρεασοναβλε.

Αν εmπιριχαλ εξαmπλε υσινγ τηε δατα σετ φροm Βοωλυσ, Κιεφερ ανδ Νευmανν (1995) σηοωσ

τηε πραχτιχαλιτψ ανδ υσεφυλνεσσ οφ ουρ αππροαχη. Τηρεε παραmετριχ mοδελσ (ι.ε. τηε βασιχ

mοδελ ανδ mοδελσ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ ανδ mεασυρεmεντ ερρορ) ανδ τωο νον−

παραmετριχ mοδελσ (ι.ε. ονε ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ ανδ ονε ωιτη mεασυρεmεντ

ερρορ) ωερε εστιmατεδ. Βεφορε εστιmατιον, ωε αργυεδ τηατ τηε mοδελσ ωιτη ηετερογενειτψ

ιν προδυχτιϖιτψ αρε mυχη mορε ρεασοναβλε τηαν τηε οτηερσ. Ουρ εmπιριχαλ ρεσυλτσ βορε ουτ

τηισ χονϕεχτυρε. Φορ ινστανχε, ωε ωερε αβλε το προϖιδε στρονγ στατιστιχαλ εϖιδενχε αγαινστ

τηε mοδελσ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ | εϖεν τηε νονπαραmετριχ ονε ωηιχη, ιν τηεορψ, χουλδ

ηαϖε �τ τηε δατα περφεχτλψ. Ιν εσσενχε, ιτ ισ ποσσιβλε το �τ ανψ ωαγε δενσιτψ βψ αλλοωινγ φορ

mεασυρεmεντ ερρορ. Ηοωεϖερ, ιν τηε πρεσεντ εmπιριχαλ εξαmπλε, τηισ ∀mεασυρεmεντ ερρορ∀

ηασ το βε οφ συχη α στρανγε φορm τηατ ιτ ισ ηιγηλψ θυεστιοναβλε τηατ ιτ τρυλψ ισ mεασυρεmεντ

ερρορ.

24



Τηε εξαmπλε υσεδ ιν τηε πρεσεντ παπερ ισ πυρελψ ιλλυστρατιϖε. Τηατ ισ, ωε δελιβερατελψ

χηοσε ονε ρεασοναβλε εξτενσιον το τηε βασιχ mοδελ (ι.ε. ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ)

ανδ ονε υνρεασοναβλε ονε (ι.ε. mεασυρεmεντ ερρορ), ιν ορδερ το ιλλυστρατε ουρ στατιστιχαλ

mετηοδσ. Ηοωεϖερ, ασ τηε τηεορετιχαλ ϕοβ σεαρχη λιτερατυρε δεϖελοπσ νεω εξτενσιονσ το

τηε βασιχ εθυιλιβριυm σεαρχη mοδελ, τηερε ωιλλ υνδουβτεδλψ βε αν ινχρεασινγ νυmβερ οφ

ποτεντιαλ mοδελσ αλλ οφ ωηιχη σεεmσ ρεασοναβλε, α πριορι. Τηε mετηοδσ δεϖελοπεδ ιν τηισ

παπερ προϖιδε α στατιστιχαλλψ ριγορουσ βασιχ φορ χηοοσινγ αmονγ συχη χοmπετινγ τηεοριεσ.
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8 Αππενδιξ: Βαψεσιαν Ινφερενχε ανδ Χοmπυτατιον

Ινφερενχε ιν αλλ mοδελσ ισ αχχοmπλισηεδ βψ σιmυλατινγ τηε ποστεριορ υσινγ Μαρκοϖ Χηαιν

Μοντε Χαρλο (ΜΧΜΧ) mετηοδσ. Μοδελ χοmπαρισον ισ δονε υσινγ Βαψεσ φαχτορσ (ι.ε. τηε

ρατιο οφ mαργιναλ λικελιηοοδσ φορ τωο χοmπετινγ mοδελσ). Φορ τηε νον−Βαψεσιαν ρεαδερ,

δε�νιτιονσ ανδ εξπλανατιονσ οφ αλλ τηε τεχηνιχαλ τερmσ υσεδ ιν τηισ Αππενδιξ αρε γιϖεν ιν

Γεωεκε (1999).

8.1 Τηε Βασιχ Εθυιλιβριυm Σεαρχη Μοδελ

Τηε νοτατιον υσεδ ιν τηε παπερ βεχοmεσ σιmπλερ ιφ ωε ωορκ ιν τερmσ οφ τηε λογσ οφ τηε

ρεσερϖατιον ωαγε, 
 = λν(ρ), ανδ προδυχτιϖιτψ, � = λν(π). Λετ � = (
; �)0 ινδιχατε τηε

παραmετερσ ιν τηε mοδελ. Τηε λικελιηοοδ φυνχτιον ισ γιϖεν ιν εθυατιονσ (2.4) ανδ (2.5).

Γιϖεν τηε νον−χονϖεντιοναλ νατυρε οφ τηε λικελιηοοδ, τηερε ισ νο παρτιχυλαρ νεεδ το χηοοσε

ανψ παρτιχυλαρ χλασσ οφ πριορσ το φαχιλιτατε χοmπυτατιον. Wε στρεσσ τηατ ρεσεαρχηερσ χαν υσε

ϖιρτυαλλψ ανψ πριορ (ινχλυδινγ νον−ινφορmατιϖε ονεσ) τηεψ ωιση ανδ τηε mετηοδσ δεϖελοπεδ

ηερε ωιλλ αππλψ. Ιν τηε πρεσεντ παπερ, ωε ασσυmε π(�) = π(
)π(�), ωηερε α πριορι, π(
) =

φΝ(ρ0; Ρ0); π(�) = φΝ(π0; Π0). Βψ λεττινγ τηε ϖαριανχε ιν τηε Νορmαλ γο το ιν�νιτψ ωε

χαν γετ πριορσ ωηιχη αρε νονινφορmατιϖε ρελατιϖε το τηε δατα. Γιϖεν τηατ τηε εmπιριχαλ

εξαmπλε ισ λαργελψ ιλλυστρατιϖε ανδ τηε χοντριβυτιον οφ τηε πρεσεντ παπερ δοεσ νοτ ρελατε το

πριορ ελιχιτατιον, ωε mακε ρελατιϖελψ νονινφορmατιϖε χηοιχεσ φορ πριορ ηψπερπαραmετερσ. Οφ

χουρσε, ιν α mορε σεριουσ εmπιριχαλ εξερχισε mορε χαρε σηουλδ βε τακεν ωιτη πριορ ελιχιτατιον

ανδ α πριορ σενσιτιϖιτψ αναλψσισ σηουλδ βε χαρριεδ ουτ. Νοτινγ τηατ ωε αρε υσινγ ωεεκλψ

ωαγεσ φορ ρεχεντ ηιγη σχηοολ γραδυατεσ, σεττινγ ρ0 = 5 ανδ π0 = 6 ισ ρεασοναβλε, ανδ σεττινγ

Ρ0 = Π0 = 2 mακεσ τηε πριορ φαιρλψ 
ατ ρελατιϖε το ωηατ ωε εξπεχτ τηε δατα το ινδιχατε.

Κοοπ (2001) υσεσ α ρανδοm ωαλκ χηαιν Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηm (σεε Χηιβ ανδ

Γρεενβεργ, 1995) το χαρρψ ουτ Βαψεσιαν ινφερενχε ιν τηισ mοδελ. Ιν τηε πρεσεντ παπερ ωε

υσε α σλιγητλψ mορε ε�χιεντ ΜΧΜΧ αλγοριτηm ωηιχη ινϖολϖεσ δραωινγ σεθυεντιαλλψ φροm τηε
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χονδιτιοναλ ποστεριορσ: π(�ϕW; 
) ανδ π(
ϕW;�). Το βε πρεχισε, ωε ηαϖε

π(
ϕW;�) / π(
) 1

(εξπ(�)� εξπ(
))Ν2
Ι(Β): (Α.1)

Το δραω φροm τηισ δενσιτψ ωε υσε ρεϕεχτιον mετηοδσ. Ιν παρτιχυλαρ, ωε υσε π(
)Ι(Β) ασ α

σουρχε δενσιτψ κερνελ ανδ υσε τηε φαχτ τηατ 1

(εξπ(�)�εξπ(
))
Ν

2

ισ ινχρεασινγ ιν 
 οϖερ τηε ιντερϖαλ

Ι(Β) το οβταιν τηε αππροπριατε βουνδ νεχεσσαρψ το χαλχυλατε τηε αχχεπτανχε προβαβιλιτψ.

Νεξτ ωε ηαϖε

π(�ϕW; 
) / π(�) 1

(εξπ(�)� εξπ(
))Ν2
ΝΨ

ι=1

1

(εξπ(�)� ωι)
1

2

Ι(Β): (Α.2)

Το δραω φροm τηισ δενσιτψ ωε αλσο υσε ρεϕεχτιον mετηοδσ. Ιν παρτιχυλαρ, ωε υσε π(�)Ι(Β) ασ

α σουρχε δενσιτψ κερνελ ανδ υσε τηε φαχτ τηατ 1

(εξπ(�)�εξπ(
))
Ν

2

ΘΝ
ι=1

1

(εξπ(�)�ωι)
1

2

ισ δεχρεασινγ

ιν � οϖερ τηε ιντερϖαλ Ι(Β) το οβταιν τηε αππροπριατε βουνδ νεχεσσαρψ το χαλχυλατε τηε

αχχεπτανχε προβαβιλιτψ.

Ιν ορδερ το χαλχυλατε τηε mαργιναλ λικελιηοοδ νεχεσσαρψ φορ χαλχυλατινγ Βαψεσ φαχτορσ, ωε

υσε τηε mοδι�εδ ηαρmονιχ mεαν αππροαχη �ρστ συγγεστεδ βψ Γελφανδ ανδ Dεψ (1994), ασ

ιmπλεmεντεδ ιν Γεωεκε (1999). Τηισ ινϖολϖεσ α τρυνχατιον παραmετερ λαβελλεδ π ιν Γεωεκε

(1999, Σεχτιον 4.3) ωηιχη ωε χηοοσε το βε 0.95. Εξπεριmεντατιον ινδιχατεσ τηατ mαργιναλ

λικελιηοοδ ισ νοτ σενσιτιϖε το χηοιχε οφ π.

8.2 Παραmετριχ Εξτενσιονσ οφ τηε Εθυιλιβριυm Σεαρχη Μοδελ

8.2.1 Ηετερογενειτψ ιν Προδυχτιϖιτψ

Τηε mοδελ ανδ mετηοδσ αρε σιmιλαρ το τηοσε ουτλινεδ φορ τηε βασιχ mοδελ αβοϖε ανδ ωε

υσε τηε σαmε πριορ φορ χοmmον παραmετερσ. Ιν παρτιχυλαρ, τηε ποστεριορ χονδιτιοναλ φορ


 ισ ιδεντιχαλ το (Α.1) εξχεπτ τηατ π ανδ � νοω ϖαρψ οϖερ ινδιϖιδυαλσ ανδ, ηενχε, ηαϖε α

συβσχριπτ ι ανδ Ι(Β) ισ αλτερεδ βψ τηε φαχτ τηατ η νοω ϖαριεσ ωιτη ι.
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Τηε λικελιηοοδ φυνχτιον ισ γιϖεν βψ (2.4) ανδ (3.2). Τηε �ρστ σταγε ιν τηε ηιεραρχηιχαλ

πριορ ισ γιϖεν βψ (3.1) (ι.ε. π(�ι) = φΝ(��; �
2
�) ωηερε ��; �

2
� αρε υνκνοων παραmετερσ το

βε εστιmατεδ). Τηε σεχονδ σταγε ιν τηε ηιεραρχηψ ισ γιϖεν βψ π(��) = φΝ(π0; Π0) ανδ

π(��2� ) = φΓ(�0; �0) ωηερε φΓ(α; β) δενοτεσ τηε Γαmmα δενσιτψ ωιτη mεαν α ανδ β δεγρεεσ

οφ φρεεδοm (σεε Ποιριερ, 1995, παγε 100). Βψ λεττινγ τηε δεγρεεσ οφ φρεεδοm ιν τηε Γαmmα

γο το ζερο ωε χαν οβταιν α πριορ ωηιχη ισ νονινφορmατιϖε ρελατιϖε το τηε δατα. Νοτε τηατ ωε

χηοοσε τηε σαmε πριορ φορ �� ασ ωε διδ φορ � ιν τηε πρεϖιουσ mοδελ (αλτηουγη, οφ χουρσε, ωε

χουλδ ηαϖε χηοσεν α δι�ερεντ πριορ). Wε σετ �0 = 1:0 ανδ �0 = 1:0, ρελατιϖελψ νονινφορmατιϖε

χηοιχεσ ωηιχη ποτεντιαλλψ αλλοω φορ α ηυγε αmουντ οφ ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ.

Αν ΜΧΜΧ αλγοριτηm χαν βε δεριϖεδ βψ σεθυεντιαλλψ δραωινγ φροm (Α.1) αλονγ ωιτη

π(�ϕW; 
; ��; �2�); π(��ϕW; 
; �; �2�) ανδ π(��2� ϕW; 
; ��) ωηερε � νοω εθυαλσ (�1; ::; �Ν)0. Τηε
λαττερ τωο ποστεριορ χονδιτιοναλσ σιmπλιφψ το:

π(��ϕ�; �2�) = φΝ(π1; Π1) (Α.3)

ανδ

π(��2� ϕ�; ��) = φΓ(�1; �1); (Α.4)

ωηερε Π�11 = Π�10 +Ν��2� , π1 = Π1(Π
�1
0 �0+�

�2
�

Π
�ι), �1 = �0+Ν ανδ �1 =

�1
�0�0+

Π
(�ι���)2

:

π(�ϕW; 
; ��; �2�) =
ΘΝ
ι=1 π(�ιϕωι; 
; ��; �2�) ανδ δραωσ φροm π(�ιϕωι; 
; ��; �2�) φορ ι =

1; ::; Ν χαν βε τακεν υσινγ ρεϕεχτιον mετηοδσ αναλογουσ το τηοσε υσεδ φορ τηε βασιχ mοδελ.

Το βε πρεχισε, ωε υσε π(�ι) τρυνχατεδ το ενσυρε τηατ πι � ηι ασ τηε σουρχε δενσιτψ το γενερατε
δραωσ. Αν αχχεπτανχε προβαβιλιτψ χαν βε οβταινεδ βψ νοτινγ τηατ π(�ιϕωι; 
; ��; �2�) ισ
δεχρεασινγ ιν �ι ανδ ηασ α �νιτε ϖαλυε ατ εξπ(�ι) = ηι:

Τηε mαργιναλ λικελιηοοδ ισ χαλχυλατεδ υσινγ τηε mετηοδ ουτλινεδ ιν Γεωεκε (1999, σεχ−

τιον 4.3). Ηοωεϖερ, ιτ ισ σλιγητλψ χοmπλιχατεδ βψ τηε φαχτ τηατ τηε παραmετερ ϖεχτορ ινχλυδεσ

� ωηιχη ισ Ν−διmενσιοναλ. Το σιmπλιφψ χοmπυτατιον, ωε ονλψ ινχλυδε 
; ��; �
2
� ασ τηε παρα−
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mετερσ υσεδ το χονστρυχτ τηε φυνχτιον Γεωεκε (1999) λαβελσ φ(�). Τηισ χηοιχε ισ σιmυλατιον

χονσιστεντ ανδ εξπεριmεντατιον ωιτη αρτι�χιαλ δατα ινδιχατεσ ιτ το βε α γοοδ ονε.

8.2.2 Μεασυρεmεντ Ερρορ ιν Wαγεσ

Τηε λικελιηοοδ φυνχτιον ισ γιϖεν βψ (2.4) ανδ (3.5). Τηε πριορ φορ 
 ανδ � ισ ασ ιν τηε βασιχ

mοδελ. Τηε �ρστ σταγε ιν τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ ισ γιϖεν βψ (3.4). Τηε σεχονδ σταγε ιν τηε

ηιεραρχηψ ισ γιϖεν βψ π(�∀) = φΝ(ε0; Ε0) ανδ π(�
�2
∀ ) = φΓ(�∀0; �∀0). Wε σετ ε0 = 0; Ε0 =

10:0; �∀0 = 10:0 ανδ �∀0 = 0:0001: Τηεσε ϖαλυεσ ινδιχατε τηατ ωε εξπεχτ mεασυρεmεντ ερρορ

το ηαϖε mεαν ζερο ανδ βε ρελατιϖελψ σmαλλ (ι.ε. τψπιχαλλψ λεσσ τηατ ∃20), ηοωεϖερ ωε αρε ϖερψ

υνχερταιν αβουτ τηισ πριορ εξπεχτατιον ανδ ηενχε mακε ϖερψ νονινφορmατιϖε χηοιχεσ φορ τηε

οτηερ ηψπερπαραmετερσ.

Ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm ινϖολϖεσ σεθυεντιαλλψ δραωινγ φροm (Α.1) ανδ (Α.2) (ωιτη Β

δε�νεδ βψ ρ < ωι + ∀ι < η) ανδ π(∀ϕW; 
; �∀; �2∀); π(�∀ϕW; 
; �; �2∀) ανδ π(��2∀ ϕW; 
; �; �∀)
ωηερε ∀ = (∀1; ::; ∀Ν)

0. Τηε λαττερ τωο ποστεριορ χονδιτιοναλσ σιmπλιφψ το:

π(�∀ϕ∀; �2∀) = φΝ(ε1; Ε1) (Α.6)

ανδ

π(��2∀ ϕ∀; �∀) = φΓ(�∀1; �∀1); (Α.7)

ωηερε Ε�11 = Ε�10 + Ν��2∀ , ε1 = Ε1(Ε
�1
0 ε0 + �

�2
∀

Π
∀ι), �∀1 = �∀0 + Ν ανδ �∀1 =

�∀1
�∀0�∀0+

Π
(∀ι��∀)2

:

π(∀ϕW; 
; �∀; �2∀) =
ΘΝ
ι=1 π(∀ιϕωι; 
; �∀; �2∀) ανδ εαχη οφ π(∀ιϕωι; 
; �∀; �2∀) χαν βε δραων

φροm υσινγ ρεϕεχτιον mετηοδσ αναλογουσ το τηοσε υσεδ φορ τηε πρεϖιουσ mοδελσ. Wε υσε

π(∀ι) τρυνχατεδ το ενσυρε τηατ ρ < ωι+ ∀ι < η ασ τηε σουρχε δενσιτψ το γενερατε δραωσ. Αν

αχχεπτανχε προβαβιλιτψ χαν βε οβταινεδ βψ νοτινγ τηατ π(∀ιϕωι; 
; �∀; �2∀) ισ ινχρεασινγ ιν ∀ι
ανδ ηασ α �νιτε ϖαλυε ατ ∀ι = η� ωι:
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Τηε mαργιναλ λικελιηοοδ ισ χαλχυλατεδ ασ ιν τηε πρεϖιουσ mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν

προδυχτιϖιτψ.

8.3 Νονπαραmετριχ Εξτενσιονσ οφ τηε Εθυιλιβριυm Σεαρχη Μοδελ

8.3.1 Ηετερογενειτψ ιν Προδυχτιϖιτψ

Τηε σετυπ φορ τηισ mοδελ ισ ασ τηε παραmετριχ χασε εξχεπτ φορ τηε τρεατmεντ οφ �. Τηυσ, τηε

ΜΧΜΧ αλγοριτηm ανδ πριορσ φορ 
; ��; �
2
� χονδιτιοναλ ον � αρε εξαχτλψ ασ δεσχριβεδ αβοϖε.

Σιmιλαρλψ τηε mαργιναλ λικελιηοοδ χαλχυλατιον ισ (απαρτ φροm τηε χηανγεσ δυε το τηε υσε οφ α

δι�ερεντ πριορ φορ �) ιδεντιχαλ το τηατ ουτλινεδ ιν τηε πρεϖιουσ συβ−σεχτιον. Ηενχε, ωε νεεδ

ονλψ δεσχριβε ηοω το δραω φροm π(�ϕW; 
; ��; �2�) ιν ορδερ το φυλλψ σπεχιφψ ουρ χοmπυτατιοναλ
mετηοδσ. Wε δο νοτ δο σο ιν ανψ δεταιλ σινχε, ονχε mετηοδσ φορ χαλχυλατινγ (4.4), (4.5) ανδ

(4.6) αρε σπεχι�εδ, τηε ρεmαινδερ οφ τηε αλγοριτηm ισ ιδεντιχαλ το τηατ γιϖεν ιν Wεστ, Μυλλερ

ανδ Εσχοβαρ (1994) παγεσ 367−369 (ορ Χαmπολιετι, 1997) ανδ τηε ρεαδερ ισ ρεφερρεδ τηερε

φορ πρεχισε δεταιλσ. Εθυατιονσ (4.4) ανδ (4.6) χαν βε χαλχυλατεδ διρεχτλψ. Ηοωεϖερ, ιτ ισ νοτ

ποσσιβλε το εϖαλυατε τηε ιντεγραλ ιν (4.5) αναλψτιχαλλψ. Ηενχε, ιτ ισ εϖαλυατεδ υσινγ Μοντε

Χαρλο ιντεγρατιον, Ιν παρτιχυλαρ, ωε τακε 1,000 δραωσ φροm γ0(�ι) (ι.ε. φΝ(��; �
2
�) εϖαλυατεδ

ατ τηε ΜΧΜΧ δραωσ οφ ��; �
2
�), ανδ αϖεραγε τηε φ(ωιϕ�ι)σ εϖαλυατεδ ατ εαχη δραω.

Τηε νονπαραmετριχ mοδελ ηασ τηε αδδιτιοναλ παραmετερ, �, φορ ωηιχη ωε υσε τηε πριορ

π(�) = φΓ(��; ��): Βψ σεττινγ �� = Ν ωε αλλοχατε ρουγηλψ ηαλφ τηε ωειγητ το τηε παραmετριχ

παρτ οφ τηε mοδελ (σεε εθυατιον 4.2), βψ σεττινγ �� = 3 ωε αρε mακινγ τηε πριορ ρελατιϖελψ

νονινφορmατιϖε. Νοτε τηατ Wεστ, Μυλλερ ανδ Εσχοβαρ (1994) αλσο δεσχριβεσ ηοω το δραω

φροm τηε χονδιτιοναλ ποστεριορ οφ �.

8.3.2 Μεασυρεmεντ Ερρορ

Τηε σετυπ φορ τηισ mοδελ ισ ασ τηε παραmετριχ mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ ερρορ εξχεπτ φορ τηε

τρεατmεντ οφ ∀. Τηυσ, τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm ανδ πριορσ φορ 
; �; �∀; �
2
∀ χονδιτιοναλ ον ∀ αρε
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εξαχτλψ ασ δεσχριβεδ αβοϖε. Τηε πριορ φορ � ισ τηε σαmε ασ φορ τηε πρεϖιουσ νονπαραmετριχ

mοδελ. Το δραω φροm π(∀ϕW;�; 
; �∀; �2∀); ωε υσε τηε σαmε mετηοδ ασ φορ τηε νονπαραmετριχ
mοδελ ωιτη τηε mατεριαλ ρελατινγ το ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ αλτερεδ ιν τηε οβϖιουσ

ωαψ. Τηατ ισ, (4.4)−(4.6) αρε χαλχυλατεδ υσινγ δενσιτιεσ φροm τηε mοδελ ωιτη mεασυρεmεντ

ερρορ (ρατηερ τηαν τηε mοδελ ωιτη ηετερογενειτψ ιν προδυχτιϖιτψ).
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