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Αβστραχτ: Εmπιριχαλ mαχροεχονοmιστσ αρε ινχρεασινγλψ υσινγ mοδελσ (ε.γ. ρεγρεσσιονσ ορ ςεχτορ Αυτορεγρεσ−
σιονσ) ωηερε τηε παραmετερσ ϖαρψ οϖερ τιmε. Στατε σπαχε mετηοδσ αρε φρεθυεντλψ υσεδ το σπεχιφψ τηε εϖολυτιον
οφ παραmετερσ ιν συχη mοδελσ. Ιν ανψ αππλιχατιον, τηερε αρε τψπιχαλλψ ρεστριχτιονσ ον τηε παραmετερσ τηατ α ρε−
σεαρχηερ mιγητ βε ιντερεστεδ ιν. Τηισ mοτιϖατεσ τηε θυεστιον οφ ηοω το χαλχυλατε τηε προβαβιλιτψ τηατ α ρεστριχτιον
ηολδσ ατ α ποιντ ιν τιmε ωιτηουτ ασσυmινγ τηε ρεστριχτιον ηολδσ ατ αλλ (ορ ανψ οτηερ) ποιντσ ιν τιmε. Τηισ παπερ
δεϖελοπσ mετηοδσ το ανσωερ τηισ θυεστιον. Ιν παρτιχυλαρ, τηε πρινχιπλε οφ τηε Σαϖαγε−Dιχκεψ δενσιτψ ρατιο ισ
υσεδ το οβταιν τηε τιmε−ϖαρψινγ ποστεριορ προβαβιλιτιεσ οφ ρεστριχτιονσ. Wε υσε ουρ mετηοδσ ιν α mαχροεχονοmιχ
αππλιχατιον ινϖολϖινγ τηε Πηιλλιπσ χυρϖε. Μαχροεχονοmιστσ αρε ιντερεστεδ ιν ωηετηερ τηε λονγ−ρυν Πηιλλιπσ χυρϖε
ισ ϖερτιχαλ. Τηισ ισ α ρεστριχτιον φορ ωηιχη ωε χαν χαλχυλατε τηε ποστεριορ προβαβιλιτψ υσινγ ουρ mετηοδσ. Υσινγ
Υ.Σ. δατα, τηε προβαβιλιτψ τηατ τηισ ρεστριχτιον ηολδσ τενδσ το βε φαιρλψ ηιγη, βυτ δεχρεασεσ σλιγητλψ οϖερ τιmε
(απαρτ φροm α σλιγητ πεακ ιν τηε λατε 1970σ). Wε αλσο χαλχυλατε τηε προβαβιλιτψ τηατ ανοτηερ ρεστριχτιον, τηατ τηε
ΝΑΙΡΥ ισ νοτ ιδεντι�εδ, ηολδσ. Τηε προβαβιλιτψ τηατ ιτ ηολδσ �υχτυατεσ οϖερ τιmε ωιτη mοστ εϖιδενχε ιν φαϖορ
οφ τηε ρεστριχτιον οχχυρρινγ αφτερ 1990.
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1 Ιντροδυχτιον

Μανψ ρεχεντ παπερσ, παρτιχυλαρλψ ιν τηε �ελδ οφ mαχροεχονοmιχσ, ηαϖε ωορκεδ ωιτη εξτενσιονσ οφ ρεγρεσσιονσ ορ

ςεχτορ αυτορεγρεσσιονσ (ςΑΡσ) ωηερε τηε παραmετερσ χαν χηανγε οϖερ τιmε. Wιτη α ωιδε ϖαριετψ οφ δατα σετσ,

τηερε ισ στρονγ εmπιριχαλ εϖιδενχε τηατ συχη τιmε−ϖαρψινγ παραmετερ (ΤςΠ) mοδελσ αρε νεχεσσαρψ το χαπτυρε δατα

προπερτιεσ οφ εχονοmιχ ρελεϖανχε (ε.γ. τηε εϖολυτιον οφ τρανσmισσιον mεχηανισmσ ορ τηε προχεσσεσ γενερατινγ

τηε εξογενουσ σηοχκσ). Τηε ΤςΠ−ςΑΡσ οφ (αmονγ mανψ οτηερσ) Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2001, 2005), Κοοπ,

Λεον−Γονζαλεζ ανδ Στραχηαν (2007) ανδ Πριmιχερι (2005) ηαϖε τηε φορm:

ψτ = Ζτ�τ + ∀τ

�τ+1 = �τ + �τ;

ωηερε ψτ ισ α ϖεχτορ οφ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ ανδ Ζτ χονταινσ αππροπριατε λαγσ οφ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε ανδ

δετερmινιστιχ τερmσ.

ΤςΠ−ςΑΡσ αρε α ποπυλαρ ανδ ποωερφυλ τοολ ιν mοδερν mαχροεχονοmιχ ρεσεαρχη, ηοωεϖερ τηεψ συ¤ερ φροm

σοmε δραωβαχκσ. Φιρστλψ, ΤςΠ−ςΑΡσ αρε ρεδυχεδ φορm mοδελσ ωηιχη δο νοτ ιmποσε ανψ ρεστριχτιονσ ον τηε

χοε′χιεντσ. Ηοωεϖερ, εχονοmιχ τηεορψ οφτεν συγγεστσ ρεστριχτιονσ ον �τ ανδ, ιν αππλιχατιονσ ινϖολϖινγ τραδιτιοναλ

ςΑΡσ (ι.ε. ωιτη παραmετερσ ωηιχη αρε χονσταντ οϖερ τιmε) συχη ρεστριχτιονσ αρε οφτεν τεστεδ ορ ιmποσεδ. Σεχονδλψ,

ΤςΠ−ςΑΡσ χαν βε οϖερ−παραmετεριζεδ, ρενδερινγ ιτ ηαρδ το οβταιν πρεχισε ινφερενχε. Ιmποσινγ ρεστριχτιονσ ον

ΤςΠ−ςΑΡσ χαν ρεδυχε συχη οϖερ−παραmετεριζατιον προβλεmσ. Τηεσε χονσιδερατιονσ συγγεστ τηατ δεϖελοπινγ

mετηοδσ φορ χαλχυλατινγ τηε προβαβιλιτψ τηατ ρεστριχτιονσ ον τηε χοε′χιεντσ ηολδ ιν στατε σπαχε mοδελσ συχη ασ

τηε ΤςΠ−ςΑΡ ισ οφ ιντερεστ. Τηισ ισ ωηατ ωε δο ιν τηισ παπερ υσινγ Βαψεσιαν mετηοδσ. Σινχε �τ ϖαριεσ οϖερ

τιmε, τηε προβαβιλιτψ οφ α ρεστριχτιον ηολδινγ χαν αλσο ϖαρψ οϖερ τιmε. Τηισ mοτιϖατεσ ουρ τερmινολογψ �δψναmιχ

ποστεριορ προβαβιλιτιεσ� οφ α ρεστριχτιον ηολδινγ.

Ιν τηισ παπερ, ωε δεϖελοπ mετηοδσ φορ χαλχυλατινγ συχη δψναmιχ ποστεριορ προβαβιλιτιεσ φορ ρεστριχτιονσ ον

στατε ϖαριαβλεσ συχη ασ �τ υσινγ ουτπυτ φροm στανδαρδ σιmυλατιον αλγοριτηmσ φορ στατε σπαχε mοδελσ (σεε, ε.γ.,

Dυρβιν ανδ Κοοπmαν, 2002) ανδ τηε πρινχιπλε οφ τηε Σαϖαγε−Dιχκεψ δενσιτψ ρατιο (ΣDDΡ), σεε ςερδινελλι ανδ

Wασσερmαν (1995). Αλτηουγη ουρ φοχυσ ισ ον mαχροεχονοmιχ αππλιχατιονσ ωιτη τιmε−ϖαρψινγ παραmετερ mοδελσ,
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ωε στρεσσ τηατ τηεσε mετηοδσ αρε οφ mορε γενεραλ υσε φορ χαλχυλατινγ τηε προβαβιλιτψ οφ ρεστριχτιονσ ον στατεσ ιν

ανψ στατε σπαχε mοδελ.

Τηερε ισ α ηυγε ϖαριετψ οφ ρεστριχτιονσ τηατ mιγητ βε οφ ιντερεστ ιν mαχροεχονοmιχσ. Ιν τηε εmπιριχαλ παρτ

οφ τηισ παπερ, ωε χονσιδερ αν αππλιχατιον το τηε Πηιλλιπσ χυρϖε ανδ σηοω ηοω τηε υνδερλψινγ τηεορψ ιmπλιεσ

χερταιν ρεστριχτιονσ. Ανοτηερ εξαmπλε ισ Κινγ, Πλοσσερ, Στοχκ ανδ Wατσον (1991). Τηισ παπερ υσεδ τηε βαλανχεδ

γροωτη ηψποτηεσισ το mοτιϖατε ρεστριχτιονσ ον τηε ρελατιονσηιπσ βετωεεν ινχοmε, ινϖεστmεντ ανδ χονσυmπτιον.

Τηισ ισ αν εξαmπλε ωηερε εχονοmιχ τηεορψ mοτιϖατεσ ρεστριχτιονσ. Ανοτηερ εξαmπλε ισ Λετταυ ανδ Λυδϖιγσον

(2004), ωηιχη ινϖεστιγατεσ τηε ρελατιονσηιπ αmονγ ασσετ ωεαλτη, ινχοmε ανδ χονσυmπτιον. Ασ δισχυσσεδ ιν τηατ

παπερ ανδ φυρτηερ ινϖεστιγατεδ ιν Κοοπ, Ποττερ ανδ Στραχηαν (2007), αν εmπιριχαλλψ−mοτιϖατεδ ρεστριχτιον (α

ωεακ εξογενειτψ ρεστριχτιον) ισ ιmπορταντ ιν οβταινινγ α κεψ ρεσυλτ. Τηεσε παπερσ αλλ υσε mοδελσ ωηερε τηε

παραmετερσ αρε χονσταντ οϖερ τιmε ανδ, τηυσ, τηεψ χαν σιmπλψ χαλχυλατε τηε προβαβιλιτψ τηατ α ρεστριχτιον ηολδσ

υσινγ φαmιλιαρ στατιστιχαλ mετηοδσ. Ηοωεϖερ, το ουρ κνοωλεδγε τηερε ισ λιττλε ωορκ ωηιχη φοχυσσεσ ον χαλχυλατινγ

τηε προβαβιλιτψ τηατ ρεστριχτιονσ ηολδ ιν ΤςΠ mοδελσ. Γιϖεν τηισ λαχκ ανδ τηε εmπιριχαλ ιmπορτανχε οφ ΤςΠ

mοδελσ, ιτ ισ νατυραλ τηατ ωε χονσιδερ τηισ προβλεm ανδ δεϖελοπ mετηοδσ οφ οβταινινγ τηε ποστεριορ προβαβιλιτψ

τηατ α ρεστριχτιον ηολδσ ατ α παρτιχυλαρ ποιντ ιν τιmε, ωιτηουτ ρεθυιρινγ τηε ρεστριχτιον το βε ιmποσεδ ατ ανψ

οτηερ τιmε.

Ιτ ισ αλσο ιmπορταντ το στρεσσ ωηατ ωε αρε νοτ δοινγ. Φιρστλψ, ωε αρε νοτ ιντερεστεδ ιν χαλχυλατινγ τηε Βαψεσ

φαχτορ χοmπαρινγ ΤςΠ mοδελσ το χοmπαραβλε mοδελσ ωιτη χονσταντ παραmετερσ (ε.γ. χοmπαρινγ α ΤςΠ−ςΑΡ

το α ςΑΡ). Wε χαν δο τηισ υσινγ ουρ mετηοδσ, βυτ τηε εξιστινγ λιτερατυρε αλρεαδψ προϖιδεσ γοοδ ωαψσ οφ δοινγ

τηισ. Φορ ινστανχε, τηε βριδγε σαmπλινγ mετηοδσ οφ Φρυηωιρτη−Σχηναττερ (2004) χαν βε εασιλψ αδαπτεδ το δο

τηισ. Σεχονδλψ, ωε αρε νοτ δεϖελοπινγ mετηοδσ φορ τηε ρεχυρσιϖε τεστινγ οφ α ρεστριχτιον. Τηε δψναmιχ ποστεριορ

προβαβιλιτιεσ οφ ρεστριχτιονσ ωε οβταιν αρε χονδιτιοναλ υπον τηε φυλλ σαmπλε ανδ, ιν τηισ σενσε, αλλοω φορ mορε

ε′χιεντ ινφερενχε. Τηατ ισ, ιφ ωε ωριτε τηε ρεστριχτιον βεινγ τεστεδ ασ Α�τ = �� φορ σοmε κνοων mατριξ Α ανδ

ϖεχτορ ��, ωε χαλχυλατε Πρ (Α�τ = ��ϕψ) ωηερε ψ = (ψ01; ::; ψ
0

Τ )
0
δενοτεσ τηε φυλλ σαmπλε. Σο ωε αρε χοmπυτινγ τηε

προβαβιλιτψ τηατ τηε ρεστριχτιον ηολδσ ατ τιmε τ, βυτ δοεσ νοτ ηολδ ελσεωηερε, ανδ τηισ προβαβιλιτψ ισ χονδιτιοναλ

υπον αλλ ινφορmατιον αϖαιλαβλε. Wε αρε νοτ χαλχυλατινγ Πρ (Α�τ = ��ϕψ1; ::; ψτ) ασ ωουλδ βε δονε ιν α ρεχυρσιϖε

αππροαχη (αλτηουγη, ασ νοτεδ βελοω, ιτ ωουλδ βε εασψ το mοδιφψ ουρ mετηοδσ το χαλχυλατε τηισ λαττερ προβαβιλιτψ).

Τηυσ, ουρ mετηοδσ αδδρεσσ θυεστιονσ οφ τηε φορm: �Wηατ ισ τηε προβαβιλιτψ τηατ α ρεστριχτιον/τηεορψ ηολδσ ατ
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τιmε τ; γιϖεν αλλ τηε ινφορmατιον ιν ουρ δατα σετ?�.

Τηε στρυχτυρε οφ τηε παπερ ισ ασ φολλοωσ. Ιν Σεχτιον 2 ωε πρεσεντ τηε στατε σπαχε mοδελ ανδ ασσοχιατεδ

ποστεριορ σιmυλατιον mετηοδσ βασεδ ον τηε Καλmαν �λτερ. Ιν Σεχτιον 3 ωε πρεσεντ τηε βασιχ ιδεασ βεηινδ τηε

Σαϖαγε−Dιχκεψ δενσιτψ ρατιο ανδ δεmονστρατε ηοω τηισ, χοmβινεδ ωιτη ποστεριορ σιmυλατορ ουτπυτ, χαν βε υσεδ

το χαλχυλατε τηε δψναmιχ ποστεριορ προβαβιλιτιεσ οφ ανψ λινεαρ ρεστριχτιον ον τηε στατεσ. Σεχτιον 4 δισχυσσεσ τωο

εξτενσιονσ το ουρ βασιχ αππροαχη. Τηεσε αρε τηε χαλχυλατιον οφ δψναmιχ ποστεριορ προβαβιλιτιεσ οφ ρεστριχτιονσ

ωηιχη ινϖολϖε στατεσ ιν δι¤ερεντ τιmε περιοδσ (ε.γ. ρεστριχτιονσ λικε �τ+1 = �τ) ανδ ωηιχη ινϖολϖε νονλινεαρ

ρεστριχτιονσ. Τηε Σεχτιον 5 υσεσ τηεσε mετηοδσ ιν αν αππλιχατιον ρελατινγ το τηε Πηιλλιπσ χυρϖε. Σεχτιον 6

χονχλυδεσ.

2 Βασιχ Ποστεριορ Ρεσυλτσ φορ τηε Στατε Σπαχε Μοδελ

Wε βεγιν βψ δε�νινγ ουρ mοδελ (ωηιχη ισ σλιγητλψ mορε γενεραλ τηαν τηε ονε δισχυσσεδ ιν τηε ιντροδυχτιον).

Τηισ ισ α στανδαρδ στατε σπαχε mοδελ, αλτηουγη ωε φοχυσ ον τηε ΤςΠ ιντερπρετατιον οφ ιτ. Λετ ψτ φορ τ = 1; ::; Τ

δενοτε α ϖεχτορ οφ οβσερϖατιονσ ον π δεπενδεντ ϖαριαβλεσ ανδ ψ = (ψ01; ψ
0

2; : : : ; ψ
0

Τ )
0
βε τηε Τπ � 1 ϖεχτορ οφ αλλ

τηε οβσερϖατιονσ ον αλλ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ. Τηε mεασυρεmεντ ανδ στατε εθυατιονσ ιν τηε στατε σπαχε mοδελ αρε

γιϖεν βψ

ψτ = Ζτ�τ + ∀τ; ∀τ σ Ν (0;Ητ) (1)

�τ+1 = Ττ�τ + �τ �τ σ Ν (0; Θτ) ; τ = 1; : : : ; Τ; ανδ (2)

�1 σ Ν (α1; Π1) . (3)

Wε φυρτηερ ασσυmε ∀τ ανδ �σ αρε ινδεπενδεντ φορ αλλ τ ανδ σ: Τηε ϖεχτορ Ζτ ισ οφ διmενσιον 1�m συχη τηατ �τ

ισ α m� 1 ϖεχτορ, Ττ ισ αν m�m mατριξ ανδ �τ ισ αν ν� 1 ϖεχτορ.

Μανψ ποπυλαρ mαχροεχονοmιχ mοδελσ �τ ιν τηισ φραmεωορκ. Α ΤςΠ ρεγρεσσιον mοδελ (συχη ασ ωε υσε ιν ουρ

εmπιριχαλ σεχτιον), ηασ π = 1 ανδ Ζτ χονταινινγ οβσερϖατιονσ ον εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ ανδ τηειρ λαγσ ανδ λαγγεδ

δεπενδεντ ϖαριαβλεσ. Τηε ΤςΠ−ςΑΡσ οφ Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2005) ανδ Πριmιχερι (2005) ηαϖε Ττ = Ι ανδ Ζτ

χονταινινγ αν ιντερχεπτ ανδ συιταβλε λαγσ οφ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλεσ ανδ Ητ τακινγ α παρτιχυλαρ mυλτιϖαριατε
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στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ φορm. Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2001) αδοπτσ τηε σαmε φορm, βυτ ρεστριχτσ Ητ το βε χονσταντ

οϖερ τιmε. Αδδινγ α τερm οφ τηε φορm Ξτ� το (1) ισ α τριϖιαλ εξτενσιον ωηιχη ωε ωιλλ νοτ χονσιδερ το κεεπ τηε

νοτατιον υνχλυττερεδ. Ιτ ισ αλσο ωορτη νοτινγ τηατ, ιν mοστ mαχροεχονοmιχ αππλιχατιονσ ιτ ισ ιmπορταντ το αλλοω

φορ στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ ιν ∀τ. Ιν ουρ εmπιριχαλ αππλιχατιον, ωε δο αλλοω φορ στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ. Ηοωεϖερ, σινχε

ουρ τηεορετιχαλ δεριϖατιονσ ρελατε το �τ, ωε ωιλλ σιmπλψ λεαϖε Ητ, τηε τιmε−ϖαρψινγ mεασυρεmεντ ερρορ ϖαριανχε,

υνσπεχι�εδ ατ τηισ σταγε.

Ποστεριορ σιmυλατιον οφ στατε σπαχε mοδελσ χαν βε δονε υσινγ ανψ ονε οφ σεϖεραλ αλγοριτηmσ (ε.γ. ιν τηισ παπερ

ωε υσε τηε αλγοριτηm οφ Dυρβιν ανδ Κοοπmαν, 2002). Τηισ χαν βε υσεδ ασ α βλοχκ ιν α Μαρκοϖ Χηαιν Μοντε

Χαρλο (ΜΧΜΧ) αλγοριτηm φορ χαρρψινγ ουτ ποστεριορ σιmυλατιον ιν τηε στατε σπαχε mοδελ. Τηατ ισ, χονδιτιοναλ

ον Ητ; Ττ; Θτ; α1 ανδ Π1, τηε αλγοριτηm οφ Dυρβιν ανδ Κοοπmαν (2002) χαν βε υσεδ το δραω �τ φορ τ = 1; ::; Τ .

Χονδιτιοναλ ον �τ, ποστεριορ δραωσ οφ Ητ; Ττ; Θτ; α1 ανδ Π1 χαν βε τακεν (αλτηουγη οφτεν σοmε οφ τηεσε αρε

σετ το πρε−σελεχτεδ ϖαλυεσ συχη ασ Ττ = Ι). Γιϖεν χονδιτιοναλλψ χονϕυγατε πριορσ, τηε φορmυλαε φορ τηε ποστεριορ

δραωσ οφ Ητ; Ττ; Θτ; α1 ανδ Π1 αρε στανδαρδ (σεε, ε.γ., Κοοπ, 2003, παγεσ 196−197) σο ωε ωιλλ νοτ δισχυσσ τηεm

ηερε (σεε τηε αππενδιξ φορ δεταιλσ) ανδ ωιλλ νοτ εξπλιχιτλψ λιστ τηεσε χονδιτιονινγ αργυmεντσ ιν ουρ συβσεθυεντ

δισχυσσιον οφ τηε χονδιτιοναλ ποστεριορ οφ �τ.

Φορ τηισ mοδελ, τηε ποστεριορ διστριβυτιον (χονδιτιοναλ ον οφ Ητ; Ττ; Θτ; α1 ανδ Π1) οφ τηε ϖεχτορ � =

(�01; ::; �
0

Τ )
0
ισ Νορmαλ ανδ χαν βε πιννεδ δοων βψ ιτσ mεαν ανδ χοϖαριανχε mατριξ. Στανδαρδ Καλmαν �λτερινγ

ανδ σmοοτηινγ mετηοδσ χαν βε υσεδ το οβταιν τηεσε (σεε, ε.γ., Dυρβιν ανδ Κοοπmαν, 2001, χηαπτερ 4). Το �ξ

νοτατιον, ωε δεσχριβε τηε ρελεϖαντ στεπσ οφ τηε �λτερ ανδ σmοοτηερ ηερε.

Τηε Καλmαν �λτερ ισ α σεθυενχε οφ ρεχυρσιϖε οπερατιονσ ρυννινγ φροm τ = 1; ::; Τ τηατ σιmπλιφψ ανδ σπεεδ αλγο−

ριτηmσ φορ δραωινγ φροm �τ. Τηε Καλmαν �λτερ προϖιδεσ Ε (�τϕψ1; ::; ψτ) = ατ ανδ τηε ϖαριανχε ϖαρ (�τϕψ1; ::; ψτ) =

Πτ βψ εϖαλυατινγ:

�τ = ψτ � Ζτατ Φτ = ΖτΠτΖ
0

τ +Ητ

Κτ = ΤτΠτΖ
0

τΦ
�1
τ Λτ = Ττ �ΚτΖτ

ατ+1 = Ττατ +Κτ�τ Πτ+1 = ΤτΠτΛ
0

τ +Θτ:

Ασ α διγρεσσιον, ιν τηε ιντροδυχτιον, ωε διστινγυισηεδ ουρ θυεστιον οφ ιντερεστ: �Wηατ ισ τηε προβαβιλιτψ τηατ
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α ρεστριχτιον/τηεορψ ηολδσ ατ τιmε τ; γιϖεν αλλ τηε ινφορmατιον ιν ουρ δατα σετ?� φροm ονε τηατ χουλδ βε ανσωερεδ

βψ ρεχυρσιϖε εστιmατιον τεχηνιθυεσ (�Wηατ ισ τηε προβαβιλιτψ τηατ α ρεστριχτιον/τηεορψ ηολδσ ατ τιmε τ; γιϖεν

τηε ινφορmατιον αϖαιλαβλε ατ τιmε τ?�). Ιφ ονε ωερε ιντερεστεδ ιν τηε λαττερ θυεστιον, ωε χουλδ υσε Ε (�τϕψ1; ::; ψτ)

ανδ ϖαρ (�τϕψ1; ::; ψτ) αλονγ ωιτη τηε ΣDDΡ (δεσχριβεδ ιν τηε νεξτ σεχτιον) το οβταιν ρεχυρσιϖε δψναmιχ ποστεριορ

προβαβιλιτιεσ οφ ρεστριχτιονσ: Τηατ ισ, ωε χουλδ χοmπυτε Πρ (Α�τ = ��ϕψ1; ::; ψτ) υσινγ Καλmαν �λτερ ουτπυτ ανδ

τηε ΣDDΡ.

Ουρ οβϕεχτιϖε, ηοωεϖερ, ισ το χοmπυτε τηε ποστεριορ προβαβιλιτψ τηατ τηε ρεστριχτιονσ ηολδ ατ τιmε τ γιϖεν τηε

φυλλ σαmπλε: Πρ (Α�τ = ��ϕψ). Φορ τηισ ωε ρεθυιρε κνοωλεδγε οφ β�τ = Ε (�τϕψ) ανδ ςτ = ϖαρ (�τϕψ). Το οβταιν

τηεσε, ωε mυστ ρυν τηε στατε σmοοτηερ ωηιχη ισ α σεριεσ οφ ρεχυρσιονσ τηατ ρυν ιν ρεϖερσε ορδερ φροm τηε Καλmαν

�λτερ. Τηεσε ρεχυρσιονσ αρε:

ρτ�1 = Ζ 0τΦ
�1
τ �τ + Λ

0

τρτ Ντ�1 = Ζ 0τΦ
�1
τ Ζτ + Λ

0

τΝτΛτ

β�τ = ατ + Πτρτ�1 ςτ = Πτ � ΠτΝτ�1Πτ

φορ τ = Τ; : : : ; 1.

Wε νοω ηαϖε δεσχριβεδ τηε ποστεριορ φορ τηε υνρεστριχτεδ στατε σπαχε mοδελ (χονδιτιοναλ ον οτηερ mοδελ

παραmετερσ) ανδ, ιν παρτιχυλαρ, τηε ποστεριορ mεανσ ανδ ϖαριανχεσ, β�τ = Ε (�τϕψ) ανδ ςτ = ϖαρ (�τϕψ) : Wε

νοω τυρν το τηε mαιν φοχυσ οφ τηισ παπερ: υσινγ τηε Σαϖαγε−Dιχκεψ δενσιτψ ρατιο το χοmπυτε δψναmιχ ποστεριορ

προβαβιλιτιεσ οφ ρεστριχτιονσ ον �τ.

3 Χαλχυλατινγ Dψναmιχ Ποστεριορ Προβαβιλιτιεσ οφ Ρεστριχτιονσ υσινγ

τηε ΣDDΡ

Τηε ΣDDΡ ισ α χονϖενιεντ ωαψ οφ χαλχυλατινγ τηε Βαψεσ φαχτορ χοmπαρινγ α ρεστριχτεδ το αν υνρεστριχτεδ mοδελ

(χαλλ τηεm ΜΡ ανδ ΜΥ ). Wε βεγιν ωιτη α γενεραλ στατεmεντ οφ τηε ΣDDΡ βεφορε αππλψινγ ιτ το τηε στατε

σπαχε mοδελ. Συπποσε ΜΥ , ηασ α παραmετερ ϖεχτορ � =
�
!0;  0

�0
. Τηε πριορ φορ τηισ mοδελ ισ π (!;  ϕΜΥ ). Τηε

ρεστριχτεδ ϖερσιον οφ τηε mοδελ, ΜΡ, ηασ ! = !0 ωηερε !0 ισ α ϖεχτορ οφ χονσταντσ. Τηε παραmετερσ ιν  αρε

λεφτ υνρεστριχτεδ ιν εαχη mοδελ. Τηε πριορ φορ ΜΡ ισ π ( ϕΜΡ). Συπποσε τηε πριορσ ιν τηε τωο mοδελσ σατισφψ:
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π ( ϕ! = !0;ΜΥ ) = π ( ϕΜΡ) ; (4)

τηεν τηε Βαψεσ φαχτορ χοmπαρινγ ΜΡ το ΜΥ ισ:

ΒΦ =
π (! = !0ϕψ;ΜΥ )

π (! = !0ϕΜΥ )
; (5)

ωηερε π (! = !0ϕψ;ΜΥ ) ανδ π (! = !0ϕΜΥ ) αρε τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ ανδ πριορ φορ ! εϖαλυατεδ ατ τηε ποιντ

!0. Εθυατιον (5) ισ ρεφερρεδ το ασ τηε ΣDDΡ. Τηε προοφ τηατ τηε ΣDDΡ ισ τηε Βαψεσ φαχτορ ισ γιϖεν ιν mανψ

πλαχεσ, ινχλυδινγ ςερδινελλι ανδ Wασσερmαν (1995). Νοτε τηατ (4) αλmοστ νεϖερ ρεστριχτσ τηε φορm οφ τηε πριορ.

Φορ ινστανχε, ιφ (ασ ισ χοmmονλψ δονε), χονδιτιοναλ ον !, τηε σαmε πριορ ισ υσεδ φορ παραmετερσ ωηιχη αρε χοmmον

το βοτη mοδελσ, τηεν (4) ισ σατισ�εδ. Ιν φαχτ, ιτ ισ αν εϖεν ωεακερ ρεστριχτιον τηαν τηισ, ρεθυιρινγ ονλψ τηε σαmε

πριορ φορ χοmmον παραmετερσ το ηολδ ατ ονε ποιντ (!0) ιν τηε παραmετερ σπαχε. Ιν τηισ παπερ, ωε ασσυmε (4) ισ

σατισ�εδ. Ιν τηε ραρε χασεσ ωηερε τηισ χονδιτιον ισ νοτ ρεασοναβλε, ςερδινελλι ανδ Wασσερmαν (1995) προϖιδε α

σιmιλαρ, βυτ σλιγητλψ mορε χοmπλιχατεδ εξπρεσσιον φορ τηε Βαψεσ φαχτορ ανδ α σιmπλε εξτενσιον οφ ουρ mετηοδσ ισ

ρεθυιρεδ.

Χρυχιαλλψ, τηε ΣDDΡ ινϖολϖεσ ονλψ mανιπυλατιονσ ινϖολϖινγ τηε ποστεριορ ανδ πριορ φορ τηε υνρεστριχτεδ mοδελ

ωηιχη, ιν ουρ χασε ισ τηε στατε σπαχε mοδελ δεσχριβεδ ιν τηε πρεχεδινγ σεχτιον. Οτηερ αππροαχηεσ το Βαψεσ φαχτορ

χαλχυλατιον (ε.γ. χαλχυλατινγ τηε mαργιναλ λικελιηοοδ σεπαρατελψ φορ τηε ρεστριχτεδ ανδ υνρεστριχτεδ mοδελσ) ωουλδ

ρεθυιρε εστιmατιον οφ τηε ρεστριχτεδ mοδελ. Φορ στατε σπαχε mοδελσ ωιτη ρεστριχτιονσ οφ τηε σορτ ωε χονσιδερ (ι.ε.

ρεστριχτιονσ ιmποσεδ ατ τιmε τ, βυτ νοτ νεχεσσαριλψ ατ οτηερ τιmεσ), ωε κνοω οφ νο αϖαιλαβλε Βαψεσιαν mετηοδσ

φορ εστιmατινγ τηε ρεστριχτεδ mοδελ.

Ηερε ωε δεριϖε τηε ΣDDΡ φορ ρεστριχτιονσ ον �τ οφ τηε φορm Α�τ = �� ωηερε Α ισ α κνοων θ�m mατριξ ανδ

�� ισ α κνοων θ � 1 ϖεχτορ. Ουρ δεριϖατιονσ αρε γρεατλψ σιmπλι�εδ δυε το τηε φαχτ τηατ �τ ανδ, τηυσ, Α�τ, ηαϖε

πριορσ ανδ ποστεριορσ ωηιχη, χονδιτιοναλ ον τηε οτηερ mοδελ παραmετερσ, αρε Νορmαλ.

Υσινγ τηε ΣDDΡ, τηε Βαψεσ φαχτορ χοmπαρινγ τηε ρεστριχτεδ το τηε υνρεστριχτεδ mοδελ ισ:

ΒΦ =
π (Α�τ = ��ϕψ)

π (Α�τ = ��)
; (6)
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ωηερε τηε ποστεριορ ανδ τηε πριορ ιν (6) αρε τηοσε φορ τηε υνρεστριχτεδ στατε σπαχε mοδελ δεσχριβεδ ιν τηε πρεϖιουσ

σεχτιον.

Wε �ρστ δισχυσσ εϖαλυατινγ τηε ποστεριορ τερm ιν τηε νυmερατορ οφ (6). Το mακε τηε νοτατιον χοmπαχτ, λετ

� = φΗτ; Ττ; Θτ; α1; Π1γ δενοτε αλλ τηε παραmετερσ (ορ πρε−σελεχτεδ χονσταντσ) ιν τηε στατε σπαχε mοδελ, οτηερ

τηαν τηε στατεσ τηεmσελϖεσ. Ουρ ρεσυλτσ οφ τηε πρεϖιουσ σεχτιον τελλ υσ τηατ, εϖεν τηουγη π (�τ = ��ϕψ) δοεσ νοτ

ηαϖε α χονϖενιεντ αναλψτιχαλ φορm, π (�τ = ��ϕψ; �) ισ Νορmαλ. Το βε πρεχισε,

π (�τϕψ; �) = (2�)
�m=2

ϕςτϕ
�1=2

εξπ

�
�
1

2
(�τ � β�τ)0 ς �1τ (�τ � β�τ)

�
:

Υσινγ στανδαρδ ρεσυλτσ φορ τηε mυλτιϖαριατε Νορmαλ διστριβυτιον, ωε ηαϖε

π (Α�τϕψ; �) = (2�)
�m=2

ϕΑςτΑ
0ϕ
�1=2

εξπ

�
�
1

2
(Α�τ �Αβ�τ)0 (ΑςτΑ0)�1 (Α�τ �Αβ�τ)

�
;

ανδ, τηυσ,

π (Α�τ = ��ϕψ; �) = (2�)
�m=2

ϕΑςτΑ
0ϕ
�1=2

εξπ

�
�
1

2
(�� �Αβ�τ)0 (ΑςτΑ0)�1 (�� �Αβ�τ)

�
: (7)

Γιϖεν ουτπυτ φροm ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm (�(ρ) φορ ρ = 1; :::; Ρ), ωε χαν αππροξιmατε τηε νυmερατορ οφ (6) βψ:

βπ (Α�τ = ��ϕψ) =
1

Ρ
�Ρρ=1π

�
Α�τ = ��ϕψ; �(ρ)

�
; (8)

υσινγ (8). Ασ υσυαλ ιν ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ, Ρ χαν βε χηοσεν το ενσυρε ανψ δεσιρεδ αχχυραχψ οφ αππροξιmατιον

ανδ ΜΧΜΧ διαγνοστιχσ χαν βε υσεδ το mονιτορ χονϖεργενχε.

Wε νοω τυρν το τηε πριορ τερm ιν τηε δενοmινατορ οφ (6). Wε αδοπτ α σιmιλαρ στρατεγψ ασ ωιτη τηε νυ−

mερατορ, εξχεπτ υσινγ πριορ σιmυλατορ ουτπυτ. Τηατ ισ, π (�τ = ��) δοεσ νοτ ηαϖε α χονϖενιεντ αναλψτιχαλ φορm,

βυτ π (�τ = ��ϕ�) ισ Νορmαλ. Τηυσ, ιφ ωε ηαϖε ουτπυτ φροm α πριορ σιmυλατορ (�(σ) φορ σ = 1; :::; Σ), ωε χαν

αππροξιmατε τηε δενοmινατορ οφ (6) βψ:

βπ (Α�τ = ��) =
1

Σ
�Σσ=1π

�
Α�τ = ��ϕ�(σ)

�
: (9)

Το δεριϖε π
�
Α�τ = ��ϕ�(σ)

�
, ωε υσε (2) ανδ (3). Φιρστλψ, ωε ρεωριτε (3) ασ �1 = α1+Π

1=2
1 ζ ωηερε ζ σ Ν (0; Ιm) :
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Τηε εξπρεσσιονσ ιν (2) ανδ (3) δε�νε τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ τηε στατεσ. Υσινγ τηεσε, ωε οβταιν

�τ = �τ�1ι=1Τι�1 +�
τ�1
ϕ=1�

τ�1
ι=ϕ+1Τι�ϕ

= �τ�1ι=1Τια1 +�
τ�1
ι=1ΤιΠ

1=2
1 ζ +�τ�1ϕ=1�

τ�1
ι=ϕ+1Τι�ϕ :

Σινχε �τ ισ α λινεαρ φυνχτιον οφ Νορmαλλψ διστριβυτεδ ινδεπενδεντ ρανδοm ϖαριαβλεσ, �τ ισ Νορmαλλψ διστριβυτεδ

ωιτη πριορ mεαν

�τ = Ε (�τ) = �
τ�1
ι=1Τια1

ανδ πριορ ϖαριανχε

ϖαρ (�τ) = ς τ = �
τ�1
ϕ=1�

τ
ι=ϕ+1ΤιΘϕ

�
�τι=ϕ+1Τι

�0
+�τ�1ι=1ΤιΠ1

�
�τ�1ι=1Τι

�0
:

Τηυσ, τηε πριορ (χονδιτιοναλ ον �) χαν βε ωριττεν ασ:

π (�τϕ�) = (2�)
�m=2

ϕς τϕ
�1=2

εξπ

�
�
1

2
(�τ � �τ)

0
ς �1τ (�τ � �τ)

�
: (10)

Τηυσ, τηε νεχεσσαρψ τερm ιν (9) ισ:

π (Α�τ = ��ϕ�) = (2�)
�m=2

ϕΑς τΑ
0ϕ
�1=2

εξπ

�
�
1

2
(�� �Α�τ)

0
(Ας τΑ

0)
�1
(�� �Α�τ)

�
: (11)

Ιν συmmαρψ, γιϖεν ουτπυτ φροm α ποστεριορ σιmυλατορ ανδ (7) ωε χαν οβταιν τηε νυmερατορ οφ τηε ΣDDΡ γιϖεν

ιν (6). Ουτπυτ φροm α πριορ σιmυλατορ ανδ (11) χαν βε υσεδ το αππροξιmατε τηε δενοmινατορ. Γιϖεν τηε Βαψεσ

φαχτορ χοmπαρινγ τηε ρεστριχτεδ ανδ υνρεστριχτεδ mοδελσ, τηε ποστεριορ προβαβιλιτψ οφ τηε ρεστριχτιον χαν βε

χαλχυλατεδ.

4 Εξτενσιονσ

Ασ πρεϖιουσλψ δισχυσσεδ, ιτ ισ σιmπλε το εξτενδ ουρ mετηοδσ το βε ρεχυρσιϖε (ι.ε. το χαλχυλατε προβαβιλιτψ οφ

ρεστριχτιονσ υσινγ δατα τηρουγη τιmε τ ρατηερ τηαν φυλλ σαmπλε). Ιν τηισ σεχτιον, ωε δισχυσσ οτηερ ιmπορταντ χασεσ

ωηιχη ρεθυιρε ονλψ σιmπλε εξτενσιονσ οφ τηε mετηοδσ ιντροδυχεδ ιν τηε πρεχεδινγ σεχτιον. Τηεσε αρε ρεστριχτιονσ

ινϖολϖινγ mορε τηαν ονε ποιντ ιν τιmε ανδ νονλινεαρ ρεστριχτιονσ. Φορ τηε σακε οφ βρεϖιτψ, ιν τηισ σεχτιον ωε δο

νοτ προϖιδε εξαχτ φορmυλαε φορ τηεσε, βυτ νοτε ηοω τηεψ χαν βε οβταινεδ ιν α στραιγητφορωαρδ φασηιον.
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Σο φαρ ωε ηαϖε φοχυσεδ ον ρεστριχτιονσ ατ α σινγλε ποιντ ιν τιmε (ι.ε. π (Α�τ = ��ϕψ)). Ουρ δεριϖατιονσ

ωερε βασεδ ον τηε φαχτ τηατ τηε σιmυλατιον σmοοτηερ διρεχτλψ προϖιδεσ υσ ωιτη τηε mεαν ανδ ϖαριανχε οφ τηε

Νορmαλ mαργιναλ διστριβυτιον π (�τϕψ; �). Ηοωεϖερ, τηερε mιγητ βε σοmε χασεσ ωηερε τηε ρεαδερ ισ ιντερεστεδ

ιν ρεστριχτιονσ ινϖολϖινγ mορε τηαν ονε ποιντ ιν τιmε. Φορ ινστανχε, ωε mιγητ βε ιντερεστεδ ιν τηε ρεστριχτιον

�τ = �τ+1 (ι.ε. τηατ νο χηανγε οχχυρρεδ βετωεεν τ ανδ τ + 1). Υσε οφ τηε ΣDDΡ φορ συχη α ρεστριχτιον ωουλδ

ρεθυιρε κνοωλεδγε οφ π (�τ; �τ+1ϕψ; �). Βυτ, ασ ουτλινεδ βελοω, τηισ ισ Νορmαλ ωιτη mεανσ ανδ ϖαριανχεσ τηατ

χαν βε βυιλτ υπ φροm Καλmαν �λτερ ανδ σιmυλατιον σmοοτηερ ουτπυτ. Ηενχε, ιτ ισ στραιγητφορωαρδ το εξτενδ ουρ

mετηοδσ το χαλχυλατε π (�τ = �τ+1ϕψ).

Ιν γενεραλ, mανψ ηψποτηεσεσ οφ ιντερεστ φαλλ ιν τηε γενεραλ φραmεωορκ Χ� = χ ωηερε Χ ισ α κνοων Τm�Τm

mατριξ ανδ χ α κνοων Τm � 1 ϖεχτορ. Ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον, ωε ηαϖε φοχυσσεδ ον θυεστιονσ οφ τηε φορm:

�Wηατ ισ τηε προβαβιλιτψ τηατ α ρεστριχτιον/τηεορψ ηολδσ ατ τιmε τ?�. Ρεστριχτιονσ οφ τηε φορm Χ� = χ χαν βε

υσεδ το αδδρεσσ θυεστιονσ λικε: �Wηατ ισ τηε προβαβιλιτψ τηατ α ρεστριχτιον/τηεορψ ηολδσ ατ αλλ τιmε περιοδσ?�

ορ �Wηατ ισ τηε προβαβιλιτψ τηατ α ρεστριχτιον/τηεορψ ηολδσ τηρουγη τηε �ρστ ηαλφ οφ τηε σαmπλε?�, ετχ. Αλσο

mανψ θυεστιονσ οφ ρελεϖανχε το τηε στρυχτυραλ βρεακ λιτερατυρε χαν βε πυτ ιν τηισ φορmατ. Φορ ινστανχε, ιφ Χ

ισ τηε στανδαρδ �ρστ−δι¤ερενχε mατριξ ανδ χ = 0 τηεν τηε ρεστριχτιονσ οφ ιντερεστ αρε �1 = �2 = :: = �Τ ανδ

τηε παραmετερσ αρε νοτ τιmε ϖαρψινγ (αλτηουγη, ασ νοτεδ ιν τηε ιντροδυχτιον, Βαψεσ φαχτορ φορ τηισ ρεστριχτιον

χαν βε χαλχυλατεδ υσινγ εξιστινγ mετηοδσ συχη ασ τηοσε οφ Φρυηωιρτη−Σχηναττερ, 2004). Βψ δελετινγ τηε � τη ροω

φροm τηε �ρστ−δι¤ερενχε mατριξ ωε χαν χρεατε α Χ ωηιχη αλλοωσ φορ α σινγλε στρυχτυραλ βρεακ ατ τιmε � (ανδ, βψ

χαλχυλατινγ τηε προβαβιλιτψ οφ τηισ ρεστριχτιον φορ αλλ ποσσιβλε ϖαλυεσ οφ � ωε χαν τρεατ τηε τιmινγ οφ τηε βρεακ

ασ υνκνοων). Τηεσε αρε ονλψ α φεω οφ τηε mανψ εξαmπλεσ οφ λινεαρ ρεστριχτιονσ αχροσσ τιmε περιοδσ ωηιχη τηε

ρεσεαρχηερ mαψ βε ιντερεστεδ ιν.

Dυρβιν ανδ Κοοπmαν (2001), χηαπτερ 4 ανδ Χαρτερ ανδ Κοην (1994), Λεmmα 2.1 αρε τωο οφ τηε mανψ πλαχεσ

ωηιχη δεσχριβε ηοω τηε mεαν ϖεχτορ ανδ χοϖαριανχε mατριξ οφ τηε Νορmαλ δενσιτψ π (�ϕψ; �) χαν βε οβταινεδ.

Ιν παρτιχυλαρ, ωε ηαϖε σεεν ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον ηοω τηε mεανσ ανδ ϖαριανχεσ οφ �τ χαν βε οβταινεδ, σο ωε

αρε ονλψ mισσινγ τηε χοϖαριανχεσ. Βυτ ουτπυτ φροm τηε Καλmαν �λτερ ανδ στατε σmοοτηερ αλγοριτηm προϖιδε υσ

ωιτη τηε χοϖαριανχεσ βετωεεν �τ ανδ �ϕ :

Χοϖ (�τ; �ϕ ϕψ; �) = ΠτΛ
0

τΛ
0

τ+1 : : : Λ
0

ϕ�1 (Ι �Νϕ�1Πϕ) :
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Τηυσ, τηε Νορmαλ δενσιτψ π (�ϕψ; �) χαν εασιλψ βε πιννεδ δοων. Τηε mεανσ ανδ χοϖαριανχε mατριξ οφ τηε

Νορmαλ δενσιτψ π (Χ�ϕψ; �) χαν βε οβταινεδ ανδ υσεδ ιν αν αναλογουσ φασηιον το (8) το οβταιν τηε νυmερατορ οφ

τηε ΣDDΡ. Τηε δενοmινατορ χαν βε δεριϖεδ υσινγ α πριορ σιmυλατορ ασ δεσχριβεδ ιν τηε πρεχεδινγ σεχτιον. Ιν

σηορτ, Βαψεσ φαχτορσ φορ λινεαρ ρεστριχτιονσ ινϖολϖινγ ανψ λινεαρ χοmβινατιον οφ τηε ελεmεντσ οφ � χαν βε οβταινεδ

ιν α στραιγητφορωαρδ mαννερ.

Dεαλινγ ωιτη νονλινεαρ ρεστριχτιονσ ισ ονλψ σλιγητλψ mορε δι′χυλτ. Συπποσε ωε αρε ιντερεστεδ ιν χαλχυλατινγ

τηε Βαψεσ φαχτορ χοmπαρινγ α ρεστριχτεδ το αν υνρεστριχτεδ mοδελ ωηερε τηε ρεστριχτεδ mοδελ ιmποσεσ γ (�τ) = ��

ωηερε γ (:) ισ α ϖεχτορ οφ ινϖερτιβλε φυνχτιονσ. Τηε Βαψεσ φαχτορ ωουλδ βε

ΒΦ =
π (γ (�τ) = ��ϕψ)

π (γ (�τ) = ��)
:

Το εϖαλυατε ΒΦ υσινγ τηε mετηοδσ οφ τηε πρεχεδινγ σεχτιον ωουλδ ρεθυιρε τηε σαmε πριορ ανδ ποστεριορ σιmυλατορ

ουτπυτ ασ βεφορε πλυσ τηε αβιλιτψ φο εϖαλυατε π (γ (�τ) ϕψ; �) ανδ π (γ (�τ) ϕ�) ατ τηε ρεστριχτιονσ. Βυτ τηεσε λαττερ

δενσιτιεσ χαν βε οβταινεδ υσινγ τηε χηανγε−οφ−ϖαριαβλε τηεορεm (ι.ε. χοmβινινγ τηε Νορmαλ φορm φορ π (�τϕψ; �)

ανδ π (�τϕ�) ωιτη τηε ϑαχοβιαν οφ τηε τρανσφορmατιον φροm τηε ρελατιονσηιπ �τ = γ�1 (��)).

5 Dψναmιχ Εϖιδενχε ον τηε Πηιλλιπσ Χυρϖε

Τηερε ηασ βεεν α ρεσυργενχε οφ ιντερεστ ιν τηε Πηιλλιπσ χυρϖε. Ιν�υεντιαλ εξαmπλεσ οφ τηισ ωορκ ινχλυδε Κινγ

ανδ Wατσον (1994), Σταιγερ, Στοχκ ανδ Wατσον (1997) ανδ Σαργεντ, Wιλλιαmσ ανδ Ζηα (2006). Οφ παρτιχυλαρ

ιmπορτανχε ιν τηεσε στυδιεσ αρε τηε θυεστιονσ οφ ωηετηερ τηερε ισ α τραδε−ο¤ βετωεεν υνεmπλοψmεντ ανδ ιν�ατιον

ανδ, ιφ νοτ, ωηατ ισ τηε νον−αχχελερατινγ ιν�ατιον ρατε οφ υνεmπλοψmεντ (ΝΑΙΡΥ). Σαργεντ, Wιλλιαmσ ανδ Ζηα

(2006) αργυε τηατ, τηρουγη τηε 1970σ, ΥΣ mονεταρψ αυτηοριτιεσ οβσερϖεδ εϖιδενχε τηατ συγγεστεδ τηερε ωασ

α τραδε−ο¤ βετωεεν υνεmπλοψmεντ ανδ ιν�ατιον. Ιν τηε φολλοωινγ δεχαδε τηισ τραδε−ο¤ ϖανισηεδ ανδ σο τηε

mονεταρψ αυτηοριτιεσ χυτ ιν�ατιον ασ τηεψ εξπεχτεδ νο χοστ ιν τερmσ οφ υνεmπλοψmεντ. Τηυσ, ωε ηαϖε α

ρεστριχτιον οφ πολιχψ ιντερεστ (ι.ε. τηατ τηε λονγ ρυν Πηιλλιπσ χυρϖε ισ ϖερτιχαλ) ανδ οτηερ αυτηορσ ηαϖε πρεσεντεδ

εϖιδενχε τηατ τηε συππορτ φορ τηισ ρεστριχτιον ισ χηανγινγ οϖερ τιmε (αλτηουγη τηισ εϖιδενχε ινϖολϖεσ λοοκινγ ατ

ποιντ εστιmατεσ ανδ χρεδιβλε ιντερϖαλσ φορ φυνχτιονσ οφ τηε τιmε−ϖαρψινγ παραmετερσ). Τηισ ισ αν ιδεαλ σετυπ φορ
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υσινγ ουρ νεω αππροαχη το χαλχυλατινγ τηε δψναmιχ ποστεριορ προβαβιλιτψ οφ τηισ ρεστριχτιον.1

Σταιγερ, Στοχκ ανδ Wατσον (1997) υσε α τιmε ϖαρψινγ mοδελ ωιτη α ϖερτιχαλ Πηιλλιπσ χυρϖε ιmποσεδ ατ αλλ ποιντσ

ιν τιmε. Τηισ σπεχι�χατιον χοινχιδεσ ωιτη τηε εξπεχτατιονσ αυγmεντεδ Πηιλλιπσ χυρϖε ανδ περmιτσ εστιmατιον οφ

τηε ΝΑΙΡΥ. Σινχε τηεψ υσε α τιmε ϖαρψινγ mοδελ, τηεψ αρε αβλε το ρεπορτ τιmε ϖαρψινγ εστιmατεσ οφ τηε ΝΑΙΡΥ.

Wιτη τηισ mοδελ, τηερε εξιστ ποιντσ ιν τηε παραmετερ σπαχε ατ ωηιχη τηε ΝΑΙΡΥ ισ νοτ ιδεντι�εδ. Τηισ προϖιδεσ

υσ ωιτη α σεχονδ ρεστριχτιον φορ ωηιχη ωε χαν χαλχυλατε δψναmιχ ποστεριορ προβαβιλιτιεσ.

Wε υσε α στατε σπαχε mοδελ οφ τηε σαmε γενεραλ φορm ασ Σταιγερ, Στοχκ ανδ Wατσον (1997), αλτηουγη ωε

δο νοτ αλωαψσ ιmποσε α ϖερτιχαλ λονγ ρυν Πηιλλιπσ χυρϖε. Wε υσε δατα φροm 1953Θ1 τηρουγη 2006Θ2 ον τηε

υνεmπλοψmεντ ρατε (σεασοναλλψ αδϕυστεδ χιϖιλιαν υνεmπλοψmεντ ρατε, αλλ ωορκερσ οϖερ αγε 16) ανδ ιν�ατιον ρατε

(τηε αννυαλ περχενταγε χηανγε ιν α χηαιν−ωειγητεδ ΓDΠ πριχε ινδεξ).2

Ιφ τηερε ωερε α τραδε−ο¤ βετωεεν ιν�ατιον ανδ υνεmπλοψmεντ, ωε ωουλδ εξπεχτ πεακσ ιν υνεmπλοψmεντ το

χοινχιδε ορ λεαδ τρουγησ ιν ιν�ατιον. Φιγυρε (1) σηοωσ τηε αχτυαλ βεηαϖιορ οφ τηεσε σεριεσ. Πεακσ ιν υνεmπλοψmεντ

σεεm το βε φολλοωεδ βψ τρουγησ ιν ιν�ατιον. Ηοωεϖερ, τηε στρενγτη οφ τηισ ρελατιονσηιπ σεεmσ το ϖαρψ οϖερ τιmε.

Τηρουγη τηε 1970σ, τηε πεακσ ιν υνεmπλοψmεντ αππεαρ αλmοστ χοινχιδεντ ωιτη πεακσ ιν ιν�ατιον. Ιτ ισ λικελψ

τηατ τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν τηε λεϖελ οφ τηε τωο σεριεσ ηασ χηανγεδ οϖερ τιmε. Ατ λεαστ ιτ αππεαρσ τηατ τηερε

ισ νοτ α χονσιστεντλψ νεγατιϖε ρελατιονσηιπ βετωεεν τηε τωο. Wηεν ονε λοοκσ ατ τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν τηε

χηανγε ιν ιν�ατιον ανδ τηε λεϖελ οφ υνεmπλοψmεντ ιν Φιγυρε (2), ηοωεϖερ, τηερε δοεσ σεεm το βε α νεγατιϖε

ρελατιονσηιπ. Τηισ ωουλδ βε τηε χασε ιφ τηε λονγ ρυν Πηιλλιπσ χυρϖε ωερε ϖερτιχαλ.

Ασ δισχυσσεδ ιν Κινγ ανδ Wατσον (1994) ανδ ιν Σαργεντ, Wιλλιαmσ ανδ Ζηα (2006), τηερε αρε δι¤ερεντ ωαψσ

οφ σπεχιφψινγ τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν υνεmπλοψmεντ (υτ) ανδ ιν�ατιον (�τ). Wε υσε τωο σπεχι�χατιονσ. Ιν τηε

�ρστ οφ τηεσε (ωηιχη δοεσ νοτ ιmποσε τηε ϖερτιχαλ Πηιλλιπσ χυρϖε), τηε ιν�ατιον ρατε (�τ) ισ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε

ανδ, τηυσ, ιν τερmσ οφ ουρ νοτατιον φορ τηε στατε σπαχε mοδελ: ψτ = �τ. Ιν τηε σεχονδ (ωηιχη δοεσ ιmποσε τηε

ϖερτιχαλ Πηιλλιπσ χυρϖε ανδ, τηυσ, αλλοωσ φορ εστιmατιον οφ τηε ΝΑΙΡΥ), τηε χηανγε ιν ιν�ατιον ισ τηε δεπενδεντ

ϖαριαβλε (ψτ = ��τ). Ιν τηε �ρστ σπεχι�χατιον τηε εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ αρε Ζτ = (1; �τ�1; �τ�2; υτ; υτ�1; υτ�2).

Ιν τηε σεχονδ Ζτ = (1;���τ�1; υτ; υτ�1; υτ�2). Νοτε τηατ ωε αρε αλωαψσ υσινγ τωο λαγσ οφ βοτη ϖαριαβλεσ, τηε

1 Ιτ mιγητ σεεm α λιττλε ινχονγρυουσ τηατ α λονγ ρυν ρελατιον mιγητ ηολδ ατ ονε ποιντ ιν τιmε ανδ νοτ ανοτηερ. Ιτ ισ προβαβλψ
mορε ινφορmατιϖε το τηινκ οφ τηε λονγ ρυν ρελατιον ασ αν εθυιλιβριυm τοωαρδσ ωηιχη τηε mοδελ αττραχτσ τηε ϖαριαβλεσ ατ τηατ ποιντ
ιν τιmε.

2Τηε δατα ωερε οβταινεδ φροm τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε Βανκ οφ Στ. Λουισ ωεβσιτε, ηττπ://ρεσεαρχη.στλουισφεδ.οργ/φρεδ2/.
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Φιγυρε 1: Ιν�ατιον ανδ υνεmπλοψmεντ λεϖελσ.

σαmε χηοιχε ασ Σταιγερ, Στοχκ ανδ Wατσον (1997) ανδ Σαργεντ, Wιλλιαmσ ανδ Ζηα (2006).

Το φυρτηερ εξπλαιν τηεσε τωο σπεχι�χατιονσ, ιγνορε φορ νοω τηε τιmε ϖαριατιον ιν παραmετερσ. Ουρ �ρστ

σπεχι�χατιον ισ αν υνρεστριχτεδ ονε ωηερε ιν�ατιον δεπενδσ ον λαγσ οφ ιτσελφ, χυρρεντ υνεmπλοψmεντ ανδ λαγσ οφ

υνεmπλοψmεντ:

�τ = �1 + �2�τ�1 + �3�τ�2 + �4υτ + �5υτ�1 + �6υτ�2 + ∀τ: (12)

Α ϖερτιχαλ λονγ ρυν Πηιλλιπσ χυρϖε ισ ιmπλιεδ βψ τηε ρεστριχτιον τηατ τηε χοε′χιεντσ ον τηε λαγσ οφ ιν�ατιον συm

το ονε: �2 + �3 = 1. Τηισ ισ τηε �ρστ ρεστριχτιον οφ ιντερεστ.

Ιφ ωε ιmποσε τηισ ρεστριχτιον, ωε οβταιν:

��τ = �1 � �3��τ�1 + �4υτ + �5υτ�1 + �6υτ�2 + ∀τ: (13)

Μοδελ (13) ισ τηε σεχονδ σπεχι�χατιον ωε υσε ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ. Το σεε ηοω ιτ ρελατεσ το τηε ισσυε οφ τηε
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Φιγυρε 2: Τηε χηανγε ιν ιν�ατιον ανδ τηε λεϖελ οφ υνεmπλοψmεντ.

ιδεντι�χατιον οφ ΝΑΙΡΥ, ωε χαν ρεωριτε ιτ ασ:

��τ = ��3��τ�1 + �4 (υτ � υ) + �5 (υτ�1 � υ) + �6 (υτ�2 � υ) + ∀τ; (14)

ωηερε υ ισ τηε ΝΑΙΡΥ. Τηατ ισ, (14) εmβεδσ τηε ιδεα τηατ ιτ ισ δεϖιατιονσ οφ υνεmπλοψmεντ φροm ιτσ νατυραλ ρατε

ωηιχη τριγγερσ ιν�ατιον. Τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν τηε χοε′χιεντσ ιν (13) ανδ (14) ισ �1 = �υ (�4 + �5 + �6).

Φροm τηισ, ιτ χαν βε σεεν τηατ τηε ΝΑΙΡΥ χαν βε εστιmατεδ φροm (13) προϖιδεδ �4 + �5 + �6 6= 0. Τηε ΝΑΙΡΥ

ισ νοτ ιδεντι�εδ ιφ �4 + �5 + �6 = 0 ωηιχη ισ ουρ σεχονδ ρεστριχτιον οφ ιντερεστ.

Ιν τερmσ οφ τηε νοτατιον υσεδ φορ ουρ στατε σπαχε mοδελ, ωε εξτενδ (12) το αλλοω φορ τιmε ϖαριατιον ιν

χοε′χιεντσ βψ πυττινγ τ συβσχριπτσ ον τηε χοε′χιεντσ ανδ λεττινγ: �τ =
�
�1;τ; �2;τ; �3;τ; �4;τ; �5;τ; �6;τ

�0
ανδ

χαλχυλατε τηε δψναmιχ ποστεριορ προβαβιλιτιεσ τηατ �2;τ + �3;τ = 1. Wε εξτενδ (13) το αλλοω φορ τιmε ϖαριατιον

ιν χοε′χιεντσ βψ σεττινγ: �τ =
�
�1;τ; �3;τ; �4;τ; �5;τ; �6;τ

�0
ανδ χαλχυλατε τηε δψναmιχ ποστεριορ προβαβιλιτιεσ τηατ
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�4;τ + �5;τ + �6;τ = 0. Σινχε τηεσε αρε βοτη λινεαρ ρεστριχτιονσ ον τηε στατεσ, ουρ ΣDDΡ αππροαχη ισ διρεχτλψ

αππλιχαβλε.

Βεφορε πρεσεντινγ εmπιριχαλ ρεσυλτσ, ωε mυστ εξτενδ ουρ mοδελ ιν α mαννερ τηατ ισ εmπιριχαλλψ ιmπορταντ

(βυτ νοτ οφ γρεατ ρελεϖανχε φορ ειτηερ τηε εχονοmιχ ορ εχονοmετριχ τηεορψ δισχυσσεδ ιν τηισ παπερ). Ιτ ισ ωελλ

δοχυmεντεδ τηατ τηε ϖαριανχε οφ ιν�ατιον ηασ χηανγεδ mαρκεδλψ οϖερ τιmε ανδ, τηυσ, στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ mυστ

βε αδδεδ το τηε mοδελ. Wε δο τηισ ιν α στανδαρδ ωαψ ανδ προϖιδε εξαχτ δεταιλσ ιν τηε αππενδιξ. Ιν τερmσ

οφ τηε στατε σπαχε mοδελ ιν (1) ανδ (2), τηε στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ ασσυmπτιον σπεχι�εσ Ητ. Wε φυρτηερ ασσυmε

Ττ = Ι ανδ Θτ = Θ. Dεταιλσ ον πριορσ ανδ ποστεριορ σιmυλατιον φορ τηε υνκνοων παραmετερσ αρε γιϖεν ιν τηε

αππενδιξ. Συ′χε ιτ το νοτε ηερε τηατ ωε υσε α τραινινγ σαmπλε πριορ οφ τηε σορτ χοmmονλψ−υσεδ βψ εmπιριχαλ

mαχροεχονοmιστ (σεε, ε.γ., Χογλεψ ανδ Σαργεντ, 2001, 2005, Κοοπ, Λεον−Γονζαλεζ ανδ Στραχηαν, 2007 ανδ

Πριmιχερι, 2005). Τηε γενεραλ παττερν οφ στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ τηατ ωε �νδ ρεσεmβλεσ τηατ φουνδ ιν εαρλιερ στυδιεσ

υσινγ ΤςΠ mοδελσ τηατ αλλοω βοτη ρεγρεσσιον χοε′χιεντσ ανδ ερρορ ϖαριανχεσ το ϖαρψ (ε.γ., Πριmιχερι, 2005, ανδ

Κοοπ, Λεον−Γονζαλεζ ανδ Στραχηαν, 2007). Τηερε ισ α χλεαρ ινχρεασε ιν ϖολατιλιτψ αρουνδ τηε mιδ 1970σ ανδ

ανοτηερ ινχρεασε αρουνδ 1980.

Wε νοω τυρν το ουρ �ρστ ρεστριχτιον οφ ιντερεστ: τηατ τηε λονγ ρυν Πηιλλιπσ χυρϖε ισ ϖερτιχαλ ανδ, ηενχε, τηατ

τηερε εξιστσ α ΝΑΙΡΥ. Φιγυρε (3) πλοτσ τηε Βαψεσ φαχτορ ιν φαϖορ οφ τηισ ρεστριχτιον. Κασσ ανδ Ραφτερψ (1995)

ϕυστι�εσ ανδ προϖιδεσ σοmε υσεφυλ ρυλεσ οφ τηυmβ φορ ιντερπρετινγ συχη Βαψεσ φαχτορσ. Νοτε τηατ ουρ Βαψεσ

φαχτορ ϖαρψ φροm 1.8 το 5.7. Τηισ ισ τηε ρεγιον ιν ωηιχη Κασσ ανδ Ραφτερψ�σ ρυλεσ οφ τηυmβ συγγεστ τηε εϖιδενχε

ιν συππορτ οφ τηε ρεστριχτιον ισ ατ ωορστ �Νοτ ωορτη mορε τηαν α βαρε mεντιον� ανδ ατ βεστ �Ποσιτιϖε�. Τηε

προβαβιλιτψ τηατ τηισ ρεστριχτιον ηολδσ τενδσ το γραδυαλλψ φαλλ φροm αβουτ 80% το 65% οϖερ τηε σαmπλε, ωιτη τηε

εξχεπτιον οφ α πεακ οφ αβουτ 85% νεαρ τηε ενδ οφ τηε 1970σ. Ιν σηορτ, ωε αρε �νδινγ σοmε ωεακ εϖιδενχε ιν

φαϖορ οφ τηε ρεστριχτιον τηατ τηε λονγ ρυν Πηιλλιπσ χυρϖε ισ ϖερτιχαλ, βυτ τηισ εϖιδενχε ισ γενεραλλψ δεχλινινγ οϖερ

τιmε.

Σινχε τηε εϖιδενχε (αλτηουγη φαρ φροm χοmπελλινγ) ισ αλωαψσ ωεακλψ ιν φαϖορ οφ τηε ρεστριχτιον τηατ τηε λονγ

ρυν Πηιλλιπσ χυρϖε ισ ϖερτιχαλ, ωε προχεεδ το ουρ σεχονδ mοδελ ωηιχη ισ τηε ΤςΠ ϖαριαντ οφ (13). Ρεmεmβερ

τηατ τηισ αλλοωσ φορ τηε χαλχυλατιον οφ τηε ΝΑΙΡΥ προϖιδεδ τηατ �4;τ + �5;τ + �6;τ 6= 0.

Τηε Βαψεσ φαχτορσ ιν φαϖορ οφ �4;τ + �5;τ + �6;τ = 0 αρε πλοττεδ ιν Φιγυρε (3). Τηε δψναmιχ Βαψεσ φαχτορσ

ιν φαϖορ οφ τηε ΝΑΙΡΥ νοτ βεινγ ιδεντι�εδ αρε mυχη mορε ερρατιχ (παρτιχυλαρλψ ιν τηε περιοδ φροm τηε mιδ
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1970σ τηρουγη mιδ 1980σ) τηαν τηοσε ωε πρεσεντεδ φορ τηε λονγ ρυν Πηιλλιπσ χυρϖε. Αρουνδ τηε mιδ 1970σ ανδ

αγαιν ιν τηε εαρλψ 1980σ τηερε ισ εϖιδενχε ωηιχη αππροαχηεσ ωηατ Κασσ ανδ Ραφτερψ�σ ρυλεσ οφ τηυmβ ωουλδ σαψ

ωερε �Ποσιτιϖε� ανδ �Στρονγ� εϖιδενχε αγαινστ τηε ρεστριχτιον. Τηε προβαβιλιτψ τηατ τηε ρεστριχτιον ηολδσ φαλλσ ασ

λοω ασ 28% ιν 1975. Ηοωεϖερ, ατ οτηερ περιοδσ, παρτιχυλαρλψ αφτερ 1990 τηε εϖιδενχε βεχοmεσ �Ποσιτιϖε� φορ τηε

ρεστριχτιον.

0

1

2

3

4

5

6

7

1964 1967 1970 1973 1976 1979 1982 1985 1988 1991 1994 1997 2000 2003 2006

BF: NAIRU not identified

BF: Vertical LR Phillips curve

Φιγυρε 3: Βαψεσ φαχτορσ φορ �2;τ + �3;τ = 1 (ςερτιχαλ ΛΡ Πηιλλιπσ χυρϖε) ανδ �4;τ + �5;τ + �6;τ = 0 (ΝΑΙΡΥ νοτ
ιδεντι�εδ).

Τηε 16τη, 50τη ανδ 84τη περχεντιλεσ οφ τηε ποστεριορ διστριβυτιον οφ τηε ΝΑΙΡΥ αρε πλοττεδ ιν Φιγυρε (4)

αλονγ ωιτη τηε αχτυαλ υνεmπλοψmεντ ρατε.3 Wε σεε α χλεαρ ρισε ιν τηε 1970σ, φολλοωεδ βψ α γραδυαλ δεχλινε οϖερ

τηε 1980σ ανδ 1990σ. Τηισ σαmε παττερν ωασ φουνδ βψ Σταιγερ, Στοχκ ανδ Wατσον (1997).

3Τηε ποιντ ωηερε τηε ΝΑΙΡΥ ισ νον−ιδεντι�εδ ηασ ζερο mασσ ανδ τηε ποστεριορ εξιστσ.
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Φιγυρε 4: Τηισ �γυρε πλοτσ τηε mεδιαν (τηιν βλαχκ λινε) ανδ 16τη ανδ 84τη περχεντιλεσ (τηιν δασηεδ λινε) οφ τηε
ποστεριορ διστριβυτιον φορ ΝΑΙΡΥ. Αλσο πλοττεδ ισ τηε αχτυαλ υνεmπλοψmεντ ρατε (τηιχκ υνβροκεν λινε).

6 Χονχλυσιονσ

Ιν τηισ παπερ, ωε ηαϖε δεϖελοπεδ mετηοδσ φορ χαλχυλατινγ τηε δψναmιχ ποστεριορ προβαβιλιτψ οφ ρεστριχτιονσ ον

στατεσ ιν τηε στατε σπαχε mοδελ. Τηισ ισ οφ ιντερεστ το τηε εmπιριχαλ mαχροεχονοmιστ σινχε ΤςΠ−ςΑΡ ανδ οτηερ

τιmε−ϖαρψινγ παραmετερ mοδελσ αρε στατε σπαχε mοδελσ ανδ ρεστριχτιονσ ον τηε στατεσ αρε οφτεν συγγεστεδ βψ

εχονοmιχ τηεορψ. Ουρ mετηοδ φορ χαλχυλατινγ τηε δψναmιχ ποστεριορ προβαβιλιτιεσ αρε βασεδ ισ τηε Σαϖαγε−Dιχκεψ

δενσιτψ ρατιο ωηιχη χαν βε εασιλψ χαλχυλατεδ υσινγ τηε ουτπυτ φροm στανδαρδ ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ φορ στατε σπαχε

mοδελσ.

Wε ινχλυδε αν εmπιριχαλ αππλιχατιον ινϖολϖινγ τηε υνεmπλοψmεντ ανδ ιν�ατιον ρατεσ. Ουρ mετηοδσ αρε υσεδ

το χαλχυλατε τηε προβαβιλιτψ τηατ τηε λονγ−ρυν Πηιλλιπσ χυρϖε ισ ϖερτιχαλ ατ εαχη ποιντ ιν τιmε. Τηε προβαβιλιτψ τηατ
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τηισ ρεστριχτιον ηολδσ τενδσ το βε φαιρλψ ηιγη, βυτ ϖαριεσ σλιγητλψ οϖερ τιmε. Wε αλσο χαλχυλατε τηε προβαβιλιτψ τηατ

ανοτηερ ρεστριχτιον, τηατ τηε ΝΑΙΡΥ ισ νοτ ιδεντι�εδ, ηολδσ. Τηερε ισ σλιγητλψ λεσσ εϖιδενχε φορ τηισ ρεστριχτιον,

βυτ τηε προβαβιλιτψ τηατ ιτ ηολδσ δοεσ �υχτυατε οϖερ τιmε.

17



Ρεφερενχεσ
Χαρτερ, Χ. ανδ Κοην, Ρ., 1994, Ον Γιββσ σαmπλινγ φορ στατε σπαχε mοδελσ, Βιοmετρικα, 81, 541−553.

Χογλεψ, Τ. ανδ Σαργεντ, Τ., 2001, Εϖολϖινγ ποστ−Wορλδ Wαρ ΙΙ ιν�ατιον δψναmιχσ, ΝΒΕΡ Μαχροεχονοmιχ

Αννυαλ, 16, 331−373.

Χογλεψ, Τ. ανδ Σαργεντ, Τ., 2005, Dριφτσ ανδ ϖολατιλιτιεσ: Μονεταρψ πολιχιεσ ανδ ουτχοmεσ ιν τηε ποστ WWΙΙ

Υ.Σ, Ρεϖιεω οφ Εχονοmιχ Dψναmιχσ, 8, 262−302.

Dυρβιν, ϑ. ανδ Κοοπmαν, Σ., 2001, Τιmε Σεριεσ Αναλψσισ βψ Στατε Σπαχε Μετηοδσ (Οξφορδ Υνιϖερσιτψ Πρεσσ,

Οξφορδ).

Dυρβιν, ϑ. ανδ Κοοπmαν, Σ., 2002, Α σιmπλε ανδ ε′χιεντ σιmυλατιον σmοοτηερ φορ στατε σπαχε τιmε σεριεσ

αναλψσισ, Βιοmετρικα, 89, 603−616.

Φρυηωιρτη−Σχηναττερ, Σ., 2004, Εστιmατινγ mαργιναλ λικελιηοοδσ φορ mιξτυρε ανδ Μαρκοϖ σωιτχηινγ mοδελσ

υσινγ βριδγε σαmπλινγ τεχηνιθυεσ, Εχονοmετριχσ ϑουρναλ, 7, 143−167.

Κασσ, Ρ. ανδ Ραφτερψ, Α., 1995, Βαψεσ Φαχτορσ, ϑουρναλ οφ τηε Αmεριχαν Στατιστιχαλ Ασσοχιατιον, 90, 773−795.

Κιm, Σ., Σηεπηαρδ, Ν. ανδ Χηιβ, Σ., 1998, Στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ: λικελιηοοδ ινφερενχε ανδ χοmπαρισον ωιτη

ΑΡΧΗ mοδελσ, Ρεϖιεω οφ Εχονοmιχ Στυδιεσ, 65, 361−93.

Κινγ, Ρ., Πλοσσερ, Χ., Στοχκ, ϑ. ανδ Wατσον, Μ., 1991, Στοχηαστιχ τρενδσ ανδ εχονοmιχ �υχτυατιονσ, Τηε

Αmεριχαν Εχονοmιχ Ρεϖιεω, 81, 819−840.

Κινγ, Ρ. ανδWατσον, Μ., 1994, Τηε ποστ−ωαρ Υ.Σ. Πηιλλιπσ χυρϖε: α ρεϖισιονιστ εχονοmετριχ ηιστορψ, Χαρνεγιε−

Ροχηεστερ Χονφερενχε Σεριεσ ον Πυβλιχ Πολιχψ, 41, 157−219.

Κοοπ, Γ., 2003, Βαψεσιαν Εχονοmετριχσ (Wιλεψ, Χηιχηεστερ).

Κοοπ, Γ., Λεον−Γονζαλεζ, Ρ. ανδ Στραχηαν Ρ.W., 2007, Ον τηε εϖολυτιον οφ mονεταρψ πολιχψ, ωορκινγ παπερ

αϖαιλαβλε ατ ηττπ://περσοναλ.στρατη.αχ.υκ/γαρψ.κοοπ/κοοπ_λεονγονζαλεζ_στραχηαν_κλσ5.πδφ.

Κοοπ, Γ., Ποττερ, Σ. ανδ Στραχηαν, Ρ,.W., 2007, Ρε−εξαmινινγ τηε χονσυmπτιον−ωεαλτη ρελατιονσηιπ: Τηε

ρολε οφ mοδελ υνχερταιντψ, ϑουρναλ οφ Μονεψ, Χρεδιτ ανδ Βανκινγ, φορτηχοmινγ.

Λετταυ, Μ. ανδ Λυδϖιγσον, Σ., 2004, Υνδερστανδινγ τρενδ ανδ χψχλε ιν ασσετ ϖαλυεσ: Ρεεϖαλυατινγ τηε ωεαλτη

ε¤εχτ ον χονσυmπτιον, Αmεριχαν Εχονοmιχ Ρεϖιεω, 94, 276−299.

Πριmιχερι, Γ., 2005, Τιmε ϖαρψινγ στρυχτυραλ ϖεχτορ αυτορεγρεσσιονσ ανδ mονεταρψ πολιχψ, Ρεϖιεω οφ Εχονοmιχ

18



Στυδιεσ, 72, 821−852.

Σαργεντ, Τ., Wιλλιαmσ, Ν. ανδ Ζηα, Τ., 2006, Σηοχκσ ανδ γοϖερνmεντ βελιεφσ: Τηε ρισε ανδ φαλλ οφ Αmεριχαν

ιν�ατιον, Αmεριχαν Εχονοmιχ Ρεϖιεω, 96, 1193−1224.

Σταιγερ, D., Στοχκ, ϑ. ανδ Wατσον, Μ., 1997, Τηε ΝΑΙΡΥ, υνεmπλοψmεντ ανδ mονεταρψ πολιχψ, ϑουρναλ οφ

Εχονοmιχ Περσπεχτιϖεσ, 11, 33−49.

ςερδινελλι, Ι. ανδ Wασσερmαν, Λ., 1995, Χοmπυτινγ Βαψεσ Φαχτορσ υσινγ α γενεραλιζατιον οφ τηε Σαϖαγε−Dιχκεψ

δενσιτψ ρατιο, ϑουρναλ οφ τηε Αmεριχαν Στατιστιχαλ Ασσοχιατιον, 90, 614−618.

19



Αππενδιξ
Ιν ουρ εmπιριχαλ σεχτιον, ωε υσε α σπεχιαλ χασε οφ τηε στατε σπαχε mοδελ ωιτη Ττ = Ι ανδ, τηυσ, νο αδδιτιοναλ

δεταιλσ νεεδ το βε προϖιδεδ αβουτ Ττ. Ιν τερmσ οφ τηε παραmετερσ ιν τηε στατε σπαχε mοδελ, τηισ λεαϖεσ Θτ; Ητ;

α1 ανδ Π1.

Wε υσε α τραινινγ σαmπλε πριορ τηατ ισ ϖερψ σιmιλαρ το τηατ υσεδ ιν Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2001, 2005), Πριmιχερι

(2005) ανδ Κοοπ, Λεον−Γονζαλεζ ανδ Στραχηαν (2007). Τηε mαιν δι¤ερενχε ισ τηατ ωε αϖεραγε οϖερ δι¤ερεντ

τραινινγ σαmπλεσ. Το βε σπεχι�χ, ωε υσε α τραινινγ σαmπλε πριορ ωιτη �0 θυαρτερσ οφ δατα το χηοοσε mανψ οφ

τηε κεψ πριορ ηψπερπαραmετερσ. Τηατ ισ, ωε �ρστ ρυν α τιmε−ινϖαριαντ ρεγρεσσιον υσινγ τηε �ρστ �0 οβσερϖατιονσ

το προδυχε ΟΛΣ εστιmατεσ οφ τηε ρεγρεσσιον χοε′χιεντσ, β�, ανδ τηε ερρορ ϖαριανχε, β�2. Wε αλσο οβταιν ΟΛΣ

εστιmατεσ οφ τηε χοϖαριανχε mατριξ οφ β� ωηιχη ωε λαβελ βς� . Wε υσε τηεσε θυαντιτιεσ ασ πριορ ηψπερπαραmετερσ

ασ δεσχριβεδ βελοω. Το mακε συρε ουρ ινφερενχεσ αρε ροβυστ το χηοιχε οφ τραινινγ σαmπλε, ωε αϖεραγε ουρ ρεσυλτσ

οϖερ �0 = 10; 11; 12; : : : ; 30.

Φορ τηε ινιτιαλ χονδιτιονσ ιν ουρ στατε εθυατιον, ωε υσε:

�1 � Ν
�
β�; 4βς�

�
;

ωηιχη δε�νεσ α1 ανδ Π1. Wε σετ Θτ = Θ ανδ υσε α χονδιτιοναλλψ χονϕυγατε Wισηαρτ πριορ φορ Θ�1. Τηατ ισ,

Θ�1 �W
�
�Θ; Θ

�1
�

ανδ τηε ρελεϖαντ ποστεριορ χονδιτιοναλ υσεδ ιν τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm ισ:

Θ�1ϕDατα �W
�
�Θ; Θ

�1
�

ωηερε

�Θ = Τ + �Θ

ανδ

Θ
�1
=

∀
Θ+

ΤΞ

τ=1

(�τ+1 � �τ) (�τ+1 � �τ)
0

#�1
:
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Wε σετ �Θ = 40 ανδ Θ = 0:0001
βς�.

Φιναλλψ, α στανδαρδ στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ mοδελ ισ υσεδ το σπεχιφψ Ητ. Ιν παρτιχυλαρ, ιφ ητ = λν (Ητ) ισ τηε

λογ−ϖολατιλιτψ τηεν ωε υσε:

ητ+1 = ητ + ετ;

ωηερε ετ ισ Ν
�
0; �2η

�
ανδ ινδεπενδεντ οϖερ τ ανδ οφ ∀τ ανδ �τ. Χονδιτιοναλ ον � ανδ τηε οτηερ mοδελ παραmετερσ,

ωε χαν υσε ανψ στανδαρδ αλγοριτηm φορ ποστεριορ σιmυλατιον οφ τηε λογ−ϖολατιλιτιεσ. Ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ, ωε υσε

τηε αλγοριτηm οφ Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ (1998). Ασ ωασ δονε βψ Πριmιχερι (2005), φορ τηε ινιτιαλ χονδιτιον,

ωε τακε ασ πριορ:

λογ (η1) � Ν
�
λογ
�
β�2
�
; Ι3

�
:

Φιναλλψ, ωε υσε α Γαmmα πριορ φορ 1
�2
η

:

1

�2η
� Γ (η; �η) ;

ωηερε Γ (η; �η) δενοτεσ τηε Γαmmα διστριβυτιον ωιτη mεαν η ανδ δεγρεεσ οφ φρεεδοm �η. Τηε ποστεριορ φορ
1
�2
η

(χονδιτιοναλ ον τηε στατεσ) ισ αλσο Γαmmα:

1

�2η
ϕDατα � Γ

�
η; �η

�

ωηερε

�η = Τ + �η

ανδ

η =
�η

�ηη
�1 +

ΠΤ
τ=1 (ητ+1 � ητ)

2
:

Wε σετ �η = 4 ανδ η
�1 = 0:0001Ι3.

21




