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Αβστραχτ: Μανψ στρυχτυραλ βρεακ ανδ ρεγιmε−σωιτχηινγ mοδελσ ηαϖε βεεν υσεδ ωιτη
mαχροεχονοmιχ ανδ �νανχιαλ δατα. Ιν τηισ παπερ, ωε δεϖελοπ αν εξτρεmελψ �εξιβλε παραmετ−
ριχ mοδελ ωηιχη χαν αχχοmmοδατε ϖιρτυαλλψ ανψ οφ τηεσε σπεχι�χατιονσ � ανδ δοεσ σο ιν α
σιmπλε ωαψ ωηιχη αλλοωσ φορ στραιγητφορωαρδ Βαψεσιαν ινφερενχε. Τηε βασιχ ιδεα υνδερλψινγ
ουρ mοδελ ισ τηατ ιτ αδδσ τωο σιmπλε χονχεπτσ το α στανδαρδ στατε σπαχε φραmεωορκ. Τηεσε
ιδεασ αρε ορδερινγ ανδ διστανχε. Βψ ορδερινγ τηε δατα ιν ϖαριουσ ωαψσ, ωε χαν αχχοmmο−
δατε α ωιδε ϖαριετψ οφ νονλινεαρ τιmε σεριεσ mοδελσ, ινχλυδινγ τηοσε ωιτη ρεγιmε−σωιτχηινγ
ανδ στρυχτυραλ βρεακσ. Βψ αλλοωινγ τηε στατε εθυατιον ϖαριανχεσ το δεπενδ ον τηε διστανχε
βετωεεν οβσερϖατιονσ, τηε παραmετερσ χαν εϖολϖε ιν α ωιδε ϖαριετψ οφ ωαψσ, αλλοωινγ φορ
εϖερψτηινγ φροm mοδελσ εξηιβιτινγ αβρυπτ χηανγε (ε.γ. τηρεσηολδ αυτορεγρεσσιϖε mοδελσ ορ
στανδαρδ στρυχτυραλ βρεακ mοδελσ) το τηοσε ωηιχη αλλοω φορ α γραδυαλ εϖολυτιον οφ παραmε−
τερσ (ε.γ. σmοοτη τρανσιτιον αυτορεγρεσσιϖε mοδελσ ορ τιmε ϖαρψινγ παραmετερ mοδελσ). Wε
σηοω ηοω ουρ mοδελ ωιλλ (αππροξιmατελψ) νεστ ϖιρτυαλλψ εϖερψ ποπυλαρ mοδελ ιν τηε ρεγιmε−
σωιτχηινγ ανδ στρυχτυραλ βρεακ λιτερατυρεσ. Βαψεσιαν εχονοmετριχ mετηοδσ φορ ινφερενχε ιν
τηισ mοδελ αρε δεϖελοπεδ. Βεχαυσε ωε σταψ ωιτηιν α στατε σπαχε φραmεωορκ, τηεσε mετηοδσ
αρε ρελατιϖελψ στραιγητφορωαρδ, δραωινγ ον τηε εξιστινγ λιτερατυρε. Wε υσε αρτι�χιαλ δατα το
σηοω τηε αδϖανταγεσ οφ ουρ αππροαχη, βεφορε προϖιδινγ τωο εmπιριχαλ ιλλυστρατιονσ ινϖολϖινγ
τηε mοδελινγ οφ ρεαλ ΓDΠ γροωτη.
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�Τηε ϖιεωσ εξπρεσσεδ ιν τηισ παπερ αρε τηοσε οφ τηε αυτηορσ ανδ νοτ νεχεσσαριλψ τηοσε οφ τηε Φεδεραλ
Ρεσερϖε Βανκ οφ Νεω Ψορκ ορ τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε Σψστεm.
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1 Ιντροδυχτιον

Μανψ ρεχεντ δεϖελοπmεντσ ιν εmπιριχαλ mαχροεχονοmιχσ αρε βασεδ ον στατιστιχαλ mοδελσ ωηιχη
αρε νονλινεαρ ορ εξηιβιτ στρυχτυραλ βρεακσ ορ τιmε ϖαριατιον ιν παραmετερσ. Φορ ινστανχε,
Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2001, 2005), Βοιϖιν ανδ Γιαννονι (2006) ανδ Πριmιχερι (2005) υσε
στρυχτυραλ βρεακ ορ τιmε ϖαρψινγ παραmετερ mοδελσ το εξαmινε ωηετηερ mονεταρψ πολιχψ ρυλεσ
ηαϖε χηανγεδ οϖερ τιmε. Οτηερ αυτηορσ (ε.γ. Σιmσ ανδ Ζηα, 2006 ανδ Κοοπ ανδ Ποττερ, 2006)
δεϖελοπ ρεγιmε−σωιτχηινγ mοδελσ το αναλψζε σιmιλαρ ισσυεσ ρελατινγ το τηε ε¤εχτσ οφ mονεταρψ
πολιχψ. Τηε ποτεντιαλ εmπιριχαλ ιmπορτανχε οφ δεπαρτυρεσ φροm χονσταντ παραmετερ λινεαρ
mοδελσ ισ υνδενιαβλε. Ηοωεϖερ, ιν πραχτιχε, α προβλεm αρισεσ σινχε τηε σετ οφ ποσσιβλε mοδελσ
ωηιχη εξηιβιτ τιmε ϖαριατιον ορ ρεγιmε−σωιτχηινγ ιν χοε′χιεντσ ισ ηυγε ανδ τηε ποτεντιαλ
φορ δατα mινινγ ισ χοmmενσυρατελψ λαργε. Τηεσε χονσιδερατιονσ ηαϖε λεαδ το αν ιντερεστ ιν
δεϖελοπινγ �εξιβλε παραmετριχ mοδελσ1 ωηιχη νεστ χοmmον νονλινεαρ τιmε σεριεσ ανδ τιmε
ϖαρψινγ παραmετερ σπεχι�χατιονσ (σεε, ε.γ., Ηαmιλτον, 2001, 2003, Λυνδβεργη, Τερασϖιρτα
ανδ ϖαν Dιϕκ, 2003 ανδ Ραηβεκ ανδ Σηεπηαρδ, 2002 ανδ ϖαν Dιϕκ, Γιορδανι ανδ Κοην,
2007). Ουρ παπερ ισ ιν τηε σπιριτ οφ τηισ λαττερ λιτερατυρε βυτ, ωε αργυε, mορε �εξιβλε τηαν
πρεϖιουσ ωορκ. Wε ρεmαιν ιν α στανδαρδ στατε σπαχε φραmεωορκ ανδ, τηυσ, τεξτβοοκ ρεσυλτσ
φορ εστιmατιον, mοδελ χοmπαρισον ανδ πρεδιχτιον αρε ιmmεδιατελψ αϖαιλαβλε.
Τηε ιντυιτιον υνδερλψινγ ουρ mοδελινγ φραmεωορκ ισ βασεδ ον τωο ιδεασ: δατα ρεορδερινγ

ανδ διστανχε βετωεεν οβσερϖατιονσ. Τηε �ρστ χαν βε mοτιϖατεδ βψ χοmπαρινγ αν αυτορεγρεσ−
σιϖε mοδελ φορ ψτ ωιτη α στρυχτυραλ βρεακ ατ τιmε � ανδ α τηρεσηολδ αυτορεγρεσσιϖε (ΤΑΡ)
mοδελ ωιτη τηρεσηολδ � (ι.ε. τηε ΑΡ δψναmιχσ ιφ ψτ�1 < � αρε δι¤ερεντ φροm τηοσε ιφ ψτ�1 � �).
Συπποσε ωε χρεατε α νεω ϖαριαβλε ψ�τ ωηιχη ισ α σιmπλε ρεορδερινγ οφ ψτ αχχορδινγ το ψτ�1 (ι.ε.
ψ�1 ισ ψσ ωηερε ψσ�1 ισ τηε σmαλλεστ ϖαλυε οφ λαγγεδ ψ, ψ

�

2 ηασ τηε σεχονδ σmαλλεστ ϖαλυε φορ
λαγγεδ ψ, ετχ.). Τηεν τηε στρυχτυραλ βρεακ ανδ ΤΑΡ mοδελσ αρε στατιστιχαλλψ εξαχτλψ τηε
σαmε mοδελ, βυτ ονε υσεσ τηε οριγιναλ δατα ψτ ανδ τηε οτηερ υσεσ τηε ρε−ορδερεδ δατα ψ

�

τ . Ιν
γενεραλ, α ωιδε ρανγε οφ νονλινεαρ τιmε σεριεσ mοδελσ ωιτη ρεγιmε−σωιτχηεσ χαν βε ωριττεν ασ
στρυχτυραλ βρεακ mοδελσ υσινγ ρεορδερεδ δατα.
Τηε σεχονδ ιδεα ουρ mοδελινγ φραmεωορκ δραωσ ον ισ διστανχε βετωεεν οβσερϖατιονσ. Τηισ

ιδεα ισ ινχορπορατεδ ιν mανψ νονπαραmετριχ ρεγρεσσιον mετηοδσ (σεε, ε.γ., Ψατχηεω, 1998).
Φορ ινστανχε, ωηεν αππροξιmατινγ ψ = φ (ξ), ιφ τωο οβσερϖατιονσ ηαϖε σιmιλαρ ϖαλυεσ φορ ξ
(ι.ε. τηε διστανχε βετωεεν τηειρ ϖαλυεσ φορ ξ ισ σmαλλ) τηεν ϖαριουσ νονπαραmετριχ ρεγρεσσιον
mετηοδσ ιmπλψ τηατ τηεψ ηαϖε σιmιλαρ ϖαλυεσ φορ φ (ξ). Ιν α mαχροεχονοmιχ χοντεξτ συχη
ιδεασ αρε ϖερψ υσεφυλ ιφ δψναmιχ προπερτιεσ ϖαρψ οϖερ τηε βυσινεσσ χψχλε. Φορ ινστανχε, ιν αν
αυτορεγρεσσιϖε mοδελ ωε mιγητ ωαντ ΑΡ δψναmιχσ ιν αλλ ρεχεσσιοναρψ περιοδσ το βε σιmιλαρ
το ονε ανοτηερ. Τηυσ, ιφ ψτ�1 ισ λαστ περιοδ�σ ΓDΠ γροωτη, τηεν τωο οβσερϖατιονσ ωιτη
σιmιλαρ νεγατιϖε ϖαλυεσ οφ ψτ�1 σηουλδ ηαϖε σιmιλαρ ΑΡ δψναmιχσ. Α νονπαραmετριχ τιmε
σεριεσ ρεγρεσσιον mοδελ ηασ συχη α φεατυρε, ανδ ουρ mοδελινγ φραmεωορκ ηασ ιτ ασ ωελλ.
Ιν νεξτ σεχτιον, ωε προϖιδε mορε δεταιλ ον ωηψ χοmβινινγ τηεσε τωο ιδεασ ρεσυλτσ ιν α

mοδελινγ φραmεωορκ τηατ ισ �εξιβλε ανδ νεστσ ϖιρτυαλλψ εϖερψ ποπυλαρ παραmετριχ στρυχτυραλ

1Νονπαραmετριχ αππροαχηεσ αρε αλσο α προmισινγ αϖενυε, αλτηουγη τηεψ αρε λεσσ ποπυλαρ ιν τηισ λιτερατυρε
σινχε mαχροεχονοmιχ δατα σετσ τενδ νοτ το βε τηατ λαργε (σεε αλσο τηε ρεασονσ ουτλινεδ ιν τηε ιντροδυχτιον
το Ηαmιλτον, 2001).
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βρεακ ανδ ρεγιmε−σωιτχηινγ mοδελ. Wε αργυε τηατ αν αδϖανταγε οφ ουρ αππροαχη ισ τηατ,
ινστεαδ οφ ασσυmινγ α παρτιχυλαρ mοδελ (ε.γ. α ΤΑΡ ορ αν ΑΡ mοδελ ωιτη α �ξεδ νυmβερ οφ
βρεακσ), ιτ χαν αλλοω τηε δατα το τελλ υσ ωηιχη (ιφ ανψ) δεπαρτυρε φροm λινεαριτψ ισ αππροπριατε.
Τηυσ, ουρ αππροαχη ισ �εξιβλε. Ηοωεϖερ, ιτ ισ αλσο σιmπλε. Wε ρεmαιν ιν α φαmιλιαρ χλασσ οφ
mοδελσ ωηιχη αρε εασψ το υνδερστανδ ανδ εασψ το ηανδλε εχονοmετριχαλλψ. Τηατ ισ, χονδιτιοναλ
ον α διστανχε φυνχτιον, εϖερψ mοδελ ωε χονσιδερ ισ α στατε σπαχε mοδελ. Σινχε Βαψεσιαν
mετηοδσ φορ στατε σπαχε mοδελσ αρε ωελλ−δεϖελοπεδ, ωε χαν υσε συχη mετηοδσ ανδ ονλψ αδδ
α βλοχκ το αν εξιστινγ ποστεριορ σιmυλατορ ωηιχη χηαραχτεριζεσ τηε διστανχε φυνχτιον. Ιν
τηε τηιρδ σεχτιον οφ τηισ παπερ, ωε δεσχριβε συχη α ποστεριορ σιmυλατιον αλγοριτηm φορ αν
εmπιριχαλλψ−ρελεϖαντ ιmπλεmεντατιον οφ ουρ αππροαχη. Τηισ αππλιεσ ουρ mοδελινγ φραmεωορκ
το βοτη χονδιτιοναλ mεαν ανδ ϖολατιλιτψ παραmετερσ. Τηε φουρτη σεχτιον χονταινσ εmπιριχαλ
ωορκ. Αφτερ ιλλυστρατινγ ουρ αππροαχη ωιτη αρτι�χιαλ δατα ωε αππλψ ουρ τεχηνιθυεσ το τηε
mοδελινγ οφ ΥΣ ΓDΠ γροωτη. Wε σταρτ ωιτη τηε υνιϖαριατε τιmε σεριεσ προπερτιεσ οφ ΓDΠ
γροωτη. Wε �νδ οϖερωηελmινγ εϖιδενχε ιν φαϖορ οφ τιmε ϖαριατιον ιν τηε χονδιτιοναλ ϖαριανχε
ωιτη α φορm σιmιλαρ το στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ. Wε τηεν αδδ λαγσ οφ οιλ πριχε ιν�ατιον ασ χοϖαριατεσ
ωιτη τιmε ϖαρψινγ χοε′χιεντσ. Ιν τηισ αππλιχατιον, ωε �νδ εϖιδενχε ιν φαϖορ οφ α ρεγιmε−
σωιτχηινγ mοδελ ωηερε οιλ πριχε χηανγεσ αϖεραγεδ οϖερ τηε παστ ψεαρ τριγγερ τηε σωιτχη
βετωεεν ρεγιmεσ.

2 Α Φλεξιβλε Παραmετριχ Μοδελινγ Φραmεωορκ

Ιν τηισ σεχτιον, ωε ουτλινε τηε γενεραλ φεατυρεσ οφ ουρ mοδελινγ φραmεωορκ ιν τερmσ οφ α
σιmπλε ϖαριαντ οφ ουρ mοδελ. Ιν τηε φολλοωινγ σεχτιον ωε ιντροδυχε α mορε γενεραλ mοδελ
συιταβλε φορ εmπιριχαλ ρεσεαρχη. Ιν τηισ ιντυιτιϖε σεχτιον, ωε ασσυmε τηατ τηε ερρορ ϖαριανχε
ισ ηοmοσκεδαστιχ ανδ δο νοτ δισχυσσ ϖολατιλιτψ ισσυεσ. Ηοωεϖερ, ουρ γενεραλ mοδελ δεσχριβεδ
ιν τηε νεξτ σεχτιον δοεσ αππλψ ουρ �εξιβλε παραmετριχ φραmεωορκ το ϖολατιλιτψ ισσυεσ.
Χονσιδερ α τιmε ϖαρψινγ παραmετερ (ΤςΠ) mοδελ ωριττεν ιν στατε σπαχε φορm ωιτη mεα−

συρεmεντ εθυατιον γιϖεν βψ:
ψτ = �τξτ + �∀∀τ; (1)

φορ τ = 1; :::; Τ ωηερε ξτ ισ α σχαλαρ (ε.γ. α λαγ οφ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε) ανδ στατε εθυατιον
γιϖεν βψ:

�τ = �τ�1 + �ϖϖτ (2)

ανδ ∀τ ανδ ϖτ αρε ι.ι.δ. Ν (0; 1) (ανδ ινδεπενδεντ οφ ονε ανοτηερ).
Τηισ mοδελ ισ οφ ιντερεστ ιν ανδ οφ ιτσελφ (ε.γ. Χογλεψ ανδ Σαργεντ, 2001 υσε α ςΑΡ εξ−

τενσιον οφ ιτ), νεστσ σοmε ιντερεστινγ mοδελσ (ε.γ. �ϖ = 0 ισ τηε λινεαρ mοδελ) ανδ τεξτβοοκ
mετηοδσ φορ στατιστιχαλ ινφερενχε (ε.γ. ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ) αρε αϖαιλαβλε. Τηε ρελατιονσηιπ
βετωεεν στατε σπαχε mοδελσ συχη ασ (1) ανδ (2) ανδ νονπαραmετριχ κερνελ σmοοτηινγ αλγο−
ριτηmσ ισ ωελλ−δεϖελοπεδ ιν τηε στατε σπαχε λιτερατυρε (ε.γ. Ηαρϖεψ, 1989 ανδ Ηαρϖεψ ανδ
Κοοπmαν, 2000). Εϖεν ωιτηουτ τηε εξτενσιονσ χονσιδερεδ ιν τηισ παπερ, στατε σπαχε mοδελσ
συχη ασ (1) ανδ (2) αρε α �εξιβλε ανδ ποωερφυλ τοολ φορ τιmε σεριεσ αναλψσισ.
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Wηατ ωε δο ιν τηισ παπερ ισ mαινταιν τηε φραmεωορκ γιϖεν βψ (1) ανδ (2) (ανδ, τηυσ,
στιλλ υσε στανδαρδ ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ), βυτ εξτενδ ιτ ασ φολλοωσ:

ψτ = �γ(ζτ)ξτ + �∀∀τ; (3)

ωηερε

�σ = �σ�1 + �ϖδ
�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
ϖσ; (4)

ανδ σ ινδεξεσ α ρεορδερινγ οφ τιmε αχχορδινγ το τηε φυνχτιον γ οφ αν ινδεξ ϖαριαβλε ζτ (ι.ε.
ζτ ισ αν οβσερϖεδ εξογενουσ ϖαριαβλε συχη ασ α λαγγεδ δεπενδεντ ϖαριαβλε). Το δε�νε γ τακε
τηε οβσερϖατιονσ οφ τηε ινδεξ ϖαριαβλε ζτ ανδ πλαχε τηεm ιν ασχενδινγ ορδερ (υσινγ α ∗ το
δενοτε τηε ρεορδερεδ ϖαλυεσ) ασ ζ�1 � ζ�2 � :: � ζ�Τ . Τηεν γ(ζτ) ισ τηε ρανκ οφ ζτ ιν τηε
ορδερινγ: Σο, φορ ινστανχε, ιφ ζτ = ψτ�1, ανδ ζτ ηασ τηε τεντη σmαλλεστ ϖαλυε οφ ψτ�1, τηεν
γ (ζτ) = 10. Φορmαλλψ, λετ τηε Τ � 1 παραmετερ 
 ωιτη 
τ = γ (ζτ) φορ τ = 1; :::; Τ βε υσεδ
το δε�νε τηε ορδερινγ οφ τηε δατα (ε.γ. 
 = (1; :::; Τ )0 δενοτεσ δατα ιν τηε υσυαλ τιmε σεριεσ
ορδερινγ, 
 = (Τ; Τ � 1; ::; 1)0 δενοτεσ τηε δατα ιν ρεϖερσε τιmε ορδερινγ, ετχ.). δ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�

ισ α (νον−νεγατιϖε) διστανχε φυνχτιον mεασυρινγ τηε διστανχε βετωεεν ζ�σ ανδ ζ
�

σ�1. Wε τρεατ


 ανδ δ =
�
δ (ζ�2 ; ζ

�

1) ; δ (ζ
�

3 ; ζ
�

2) ; ::; δ
�
ζ�Τ ; ζ

�

Τ�1

��
0

ασ ϖεχτορσ οφ παραmετερσ (ωιτη ηιεραρχηιχαλ
πριορσ) ανδ, τηυσ, ουρ mετηοδσ αλλοω φορ τηειρ δατα−βασεδ εστιmατιον.
Dι¤ερεντ ρεορδερινγσ οφ τηε δατα ανδ δι¤ερεντ διστανχε φυνχτιονσ χαν βε υσεδ το νεστ α

ωιδε ρανγε οφ χοmmον σπεχι�χατιονσ ασ τηε φολλοωινγ δισχυσσιον mακε χλεαρ. Το δραω ουτ τηε
χοννεχτιονσ ωιτη εξιστινγ νονλινεαρ τιmε σεριεσ mοδελσ mοστ χλεαρλψ, τηε φολλοωινγ δισχυσσιον
ασσυmεσ ξτ χονταινσ α λαγ οφ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε.

2.1 Τηε Ρολε οφ τηε Dιστανχε Φυνχτιον ιφ τηε Dατα ισ Νοτ Ρε−

ορδερεδ

Χονσιδερ �ρστ, τηε σορτσ οφ mοδελσ ωηιχη ρεσυλτ ιφ τηε δατα αρε ιν στανδαρδ τιmε σεριεσ ορδερ.
Ιν τερmσ οφ ουρ δε�νιτιονσ, ωε ηαϖε 
 = (1; :::; Τ )0, ζτ = ζ�τ = τ φορ τ = 1; :::; Τ (ι.ε. τηε
ινδεξ ϖαριαβλε ισ αλρεαδψ ιν ασχενδινγ ορδερ ανδ, τηυσ, νο ρεορδερινγ οφ τηε δατα ισ ρεθυιρεδ
το δε�νε σ ορ ζ�σ). Τηυσ, τηε mοδελ ισ:

ψτ = �τψτ�1 + �∀∀τ; (5)

ωηερε

�τ = �τ�1 + �ϖδ (τ; τ� 1) ϖσ: (6)

Τωο χασεσ αρε ιmmεδιατελψ χλεαρ. Φιρστ, α στανδαρδ λινεαρ ΑΡ mοδελ ισ οβταινεδ ιφ
δ (τ; τ� 1) = 0 φορ αλλ τ. Σεχονδ, α ΤςΠ mοδελ οφ τηε σορτ υσεδ βψ Χογλεψ ανδ Σαργεντ
(2001) ορ Κοοπ ανδ Ποττερ (2001) ισ οβταινεδ ιφ δ (τ; τ� 1) = 1 φορ αλλ τ.
Νοω χονσιδερ ωηατ ηαππενσ ιφ ωε λετ δ (τ; τ� 1) = 1 ιφ τ = � ανδ δ (τ; τ� 1) = 0 οτηερωισε.

Ιν τηισ χασε, �1 = :::���1 ανδ �� = :::��+1ανδ ωε ηαϖε α mοδελ ωιτη α σινγλε στρυχτυραλ βρεακ
ατ � . Βψ τρεατινγ � ασ αν υνκνοων παραmετερ, τηε βρεακποιντ χαν οχχυρ ατ αν υνκνοων ποιντ
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ιν τιmε. Α σεχονδ βρεακποιντ οφ υνκνοων τιmινγ χαν βε οβταινεδ βψ δε�νινγ τωο βρεακποιντσ
ασ � 1 ανδ � 2 (ωηερε � 2 > � 1) ανδ λεττινγ δ (τ; τ� 1) = 1 ιφ τ = � 1 ανδ δ (τ; τ� 1) = 1 ιφ τ = � 2
ανδ δ (τ; τ� 1) = 0 φορ αλλ οτηερ ϖαλυεσ οφ τ. Μοδελσ ωιτη mορε τηαν τωο στρυχτυραλ βρεακσ
χαν βε οβταινεδ βψ εξτενδινγ τηισ διστανχε φυνχτιον δε�νιτιον ιν τηε οβϖιουσ mαννερ.
Ασ α διγρεσσιον, ιτ ισ ωορτη νοτινγ τηατ, ωιτη mυλτιπλε βρεακσ ανδ α διστανχε φυνχτιον

τηατ ονλψ τακεσ ον ϖαλυεσ 0 ορ 1, ωε αρε ρεστριχτινγ τηε σηιφτ ιν χοε′χιεντσ το βε οφ α σιmιλαρ
mαγνιτυδε εαχη τιmε α βρεακ οχχυρσ. Τηισ αρισεσ σινχε �ϖ ισ ασσυmεδ το βε χονσταντ οϖερ
τιmε. Ιφ τηισ ισ οβϕεχτιοναβλε, σιmπλε εξτενσιονσ αρε ποσσιβλε. Φορ ινστανχε, ιν τηε τωο−βρεακ
mοδελ, ωε χαν λετ δ (τ; τ� 1) = 1 ιφ τ = � 1 ανδ δ (τ; τ� 1) = �2 ιφ τ = � 2 (ωηερε � 2 > � 1)
ανδ δ (τ; τ� 1) = 0 φορ αλλ οτηερ ϖαλυεσ οφ τ. Νοτε τηατ τηε ιντροδυχτιον οφ τηε παραmετερ �2
αλλοωσ φορ τηε χοε′χιεντ σηιφτ αφτερ τηε �ρστ βρεακ το βε οφ α δι¤ερεντ mαγνιτυδε τηαν τηε
χοε′χιεντ σηιφτ αφτερ τηε σεχονδ. Συχη εξτενσιονσ χαν βε δονε φορ ανψ οφ τηε mυλτιπλε ρεγιmε
mοδελσ ωε δισχυσσ βελοω.
Τηε στρυχτυραλ βρεακ φραmεωορκ δεσχριβεδ ιν τηε πρεϖιουσ παραγραπησ ινϖολϖεσ α �ξεδ

(κνοων) νυmβερ οφ στρυχτυραλ βρεακσ. Τηατ ισ, ωε δε�νε α διστανχε φυνχτιον φορ εαχη ποσσι−
βλε νυmβερ οφ βρεακσ (ε.γ. ονε διστανχε φυνχτιον δε�νεσ α ονε βρεακ mοδελ, ανοτηερ δε�νεσ
α τωο βρεακ mοδελ, ετχ.). Ιφ τηε νυmβερ οφ βρεακσ ισ υνκνοων, ωε χουλδ σιmπλψ δο Βαψεσιαν
mοδελ αϖεραγινγ οϖερ mοδελσ ωιτη δι¤ερινγ νυmβερσ οφ βρεακσ. Ηοωεϖερ, φορ ρεασονσ δισ−
χυσσεδ ιν Κοοπ ανδ Ποττερ (2007), ιτ χαν βε δεσιραβλε το ωορκ ωιτη α mοδελ ωηιχη δοεσ νοτ
ιmποσε α �ξεδ νυmβερ οφ βρεακποιντσ. Τηισ χαν βε δονε βψ αδοπτινγ α ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ
δ (τ; τ� 1) οφ α σπεχι�χ σορτ. Τηισ βρινγσ υσ ιντο τηε φαmιλψ οφ mοδελσ δεϖελοπεδ ιν ΜχΧυλλοχη
ανδ Τσαψ (1993), Γερλαχη, Χαρτερ ανδ Κοην (2000) ανδ Γιορδανι ανδ Κοην (2006). Ασ α
σιmπλε εξαmπλε, ιφ ωε λετ δτ � δ (τ; τ� 1) φορ τ = 1; :::; Τ βε υνκνοων παραmετερσ ανδ υσε α
ηιεραρχηιχαλ Βερνουλλι πριορ διστριβυτιον φορ τηεm:

π (δτ = 1) = π;

π (δτ = 0) = 1� π

ωηερε π ισ αν υνκνοων παραmετερ, τηεν ωε οβταιν τηε mοδελ οφ ΜχΧυλλοχη ανδ Τσαψ (1993).
Νοτε τηατ τηισ αλλοωσ φορ α βρεακ το οχχυρ ιν εϖερψ περιοδ ωιτη προβαβιλιτψ π ανδ, τηυσ, τηε
νυmβερ οφ βρεακσ χαν βε εστιmατεδ ιν τηε δατα. Τηισ mοδελ χαν βε εξτενδεδ το αλλοω φορ π
το χηανγε ιφ α βρεακ οχχυρσ, π το δεπενδ ον εξογενουσ ϖαριαβλεσ, ετχ. Φυρτηερmορε, ιν mορε
γενεραλ mοδελσ δτ χαν βε α ϖεχτορ (ε.γ. ιτ χαν ηαϖε τωο χοmπονεντσ, ονε χοντρολλινγ βρεακσ
ιν χοε′χιεντσ ανδ τηε οτηερ ιν ερρορ ϖαριανχεσ). Ασ λονγ ασ τηε ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ δτ ηασ α
Μαρκοϖ στρυχτυρε, τηε ε′χιεντ αλγοριτηmσ οφ Γερλαχη, Χαρτερ ανδ Κοην (2000) ανδ Γιορδανι
ανδ Κοην (2006) χαν βε υσεδ. Αν ιmπορταντ εξαmπλε οφ τηισ ωουλδ αλλοω φορ π (δτ) το ηαϖε α
φορm ωηιχη ρεστριχτσ τηε υσυαλ mατριξ οφ Μαρκοϖ τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ οφ Ηαmιλτον (1989).
Ιν τηισ ωαψ, ωε χαν οβταιν τηε στρυχτυραλ βρεακ ϖαριαντ οφ Ηαmιλτον�σ mοδελ δεϖελοπεδ ιν
Χηιβ (1998).
Σο φαρ ωε ηαϖε φοχυσσεδ ον χασεσ ωηερε δ (τ; τ� 1) χαν τακε ον ονλψ α φεω ϖαλυεσ (ε.γ. τηε

ϖαλυεσ 0 ορ 1). Ηοωεϖερ, βψ χηοοσινγ οτηερ φορmσ φορ τηε διστανχε φυνχτιον, ωε χαν οβταιν
ιντερmεδιατε ϖαλυεσ ωηιχη αλλοω φορ σmοοτηινγ οφ ϖαριουσ σορτσ. Συχη α mοδελ ωουλδ βε
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�νονπαραmετριχ ιν σπιριτ� ανδ, ηενχε, ωε οχχασιοναλλψ υσε τηισ τερmινολογψ βελοω (αλτηουγη
ωε στρεσσ τηατ ουρ mοδελ ισ αλωαψσ α παραmετριχ ονε). Ιν ουρ αππροαχη, ιτ ισ ποσσιβλε το
σελεχτ διστανχε φυνχτιονσ ωηιχη ωερε αναλογουσ το κερνελσ υσεδ ιν νονπαραmετριχ σmοοτηινγ.
Ρελατεδ το τηισ, ιτ ισ ωορτη νοτινγ τηατ, ιν τηε χοντεξτ οφ στατε σπαχε mοδελινγ ωιτη ιρρεγυλαρλψ
σπαχεδ τιmε σεριεσ δατα, Ηαρϖεψ (1989) δεϖελοπσ �λτερινγ ανδ σmοοτηινγ mετηοδσ ανδ Ηαρϖεψ
ανδ Κοοπmαν (2000) δισχυσσεσ τηειρ ρελατιονσηιπ το νονπαραmετριχ ρεγρεσσιον mετηοδσ. Wιτη
ιρρεγυλαρλψ σπαχε δατα, τηε διστανχε βετωεεν οβσερϖατιονσ mαττερσ ιν Ηαρϖεψ�σ δεριϖατιονσ ανδ
ουρ διστανχε φυνχτιον πλαψσ τηε σαmε ρολε. Τηισ ισ α ποιντ ωε ωιλλ δεϖελοπ φυρτηερ ιν τηε νεξτ
σεχτιον ωηερε ωε δισχυσσ ΤΑΡ ανδ σmοοτη τρανσιτιον αυτορεγρεσσιϖε (ΣΤΑΡ) mοδελσ.
Τραδιτιοναλλψ, τηε στρυχτυραλ βρεακ λιτερατυρε ηασ φοχυσσεδ ον τωο εξτρεmεσ. Ονε εξτρεmε

ασσυmεσ τηερε α σmαλλ νυmβερ οφ βρεακσ (ανδ χηανγεσ ιν χοε′χιεντσ αρε λαργε ανδ ποσσιβλψ
ηετερογενεουσ), τηε οτηερ ασσυmεσ τηατ βρεακσ οχχυρ ιν εϖερψ τιmε περιοδ (βυτ χηανγεσ ιν
χοε′χιεντσ αρε σmαλλ ανδ ηοmογενεουσ). Ρεχεντλψ, τηρουγη ωορκ συχη ασ Γιορδανι ανδ Κοην
(2006) ανδ Κοοπ ανδ Ποττερ (2007), τηερε ισ α γροωινγ ιντερεστ ιν στρυχτυραλ βρεακ mοδελσ
λψινγ βετωεεν τηεσε εξτρεmεσ. Ανοτηερ ρελατεδ αππροαχη ισ το ασσυmε τηε ιννοϖατιον ιν τηε
στατε εθυατιον ηασ στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ (σεε Στοχκ ανδ Wατσον, 2007). Τηε ποιντ ωε αρε
mακινγ ηερε ισ τηατ, εϖεν ωιτηουτ ρεορδερινγ τηε δατα, βψ συιταβλψ ρε−δε�νινγ τηε διστανχε
φυνχτιον ωε χαν χοϖερ αλλ οφ τηεσε ποσσιβιλιτιεσ ιν α σινγλε mοδελινγ φραmεωορκ. Φυρτηερmορε,
ινστεαδ οφ mακινγ α σινγλε χηοιχε οφ mοδελσ ωιτηιν τηισ ηυγε σετ, ωε χαν ινχορπορατε τηεm
αλλ ανδ λετ τηε δατα τελλ υσ ωηιχη ισ πρεφερρεδ ορ δο Βαψεσιαν mοδελ αϖεραγινγ οϖερ αλλ τηε
ποσσιβιλιτιεσ.

2.2 Τηε Ρολε οφ Dατα Ρεορδερινγ

Βψ αλλοωινγ φορ ρεορδερινγ οφ τηε δατα, ωε χαν αχχοmmοδατε ϖαριουσ νονλινεαρ τιmε σεριεσ
mοδελσ. Ιτ ηασ λονγ βεεν ρεχογνιζεδ τηατ mανψ χοmmον νονλινεαρ τιmε σεριεσ mοδελσ αρε
εθυιϖαλεντ το mοδελσ ωιτη στρυχτυραλ βρεακσ ιφ τηε δατα ισ συιταβλψ ρεορδερεδ (ε.γ. Τσαψ,
1989). Το ιλλυστρατε ηοω τηισ ισ δονε, ρετυρν το τηε γενεραλ σπεχι�χατιον γιϖεν ιν (3) ανδ (4)
ανδ συπποσε ψτ ισ ρεαλ ΓDΠ γροωτη ανδ ξτ = ζτ = ψτ�1. Τηεν 
 ορδερσ τηε δατα βασεδ ον
λαστ περιοδ�σ ΓDΠ γροωτη. Ιφ ωε δε�νε τηε διστανχε φυνχτιον ασ δ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
= 1 ιφ ζ�σ�1 < �

ανδ ζ�σ � � , ανδ δ
�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
= 0 οτηερωισε, τηεν ωε οβταιν α τωο−ρεγιmε ΤΑΡ mοδελ (ε.γ.

Ποττερ, 1995):

ψτ = �1ψτ�1 + �∀∀τ ιφ ψτ�1 < �
ψτ = �2ψτ�1 + �∀∀τ ιφ ψτ�1 � � :

Μυλτιπλε ρεγιmε ΤΑΡ mοδελσ ινϖολϖε τηε οβϖιουσ εξτενσιον οφ τηισ διστανχε φυνχτιον δε�ν−
ιτιον. Στανδαρδ αππροαχηεσ το ΤΑΡ mοδελινγ ασσυmε α �ξεδ νυmβερ οφ ρεγιmεσ (ε.γ. τωο
ορ τηρεε). Ηοωεϖερ, ϕυστ ασ ωιτη στρυχτυραλ βρεακ mοδελσ, ιτ χουλδ βε δεσιραβλε το τρεατ τηε
νυmβερ οφ ρεγιmεσ ασ υνκνοων ανδ εστιmατε ιτ. Τηισ χαν βε δονε τηρουγη ηιεραρχηιχαλ πριορσ
ασ δισχυσσεδ αβοϖε. Ασ α σιmπλε εξαmπλε, ιφ ωε λετ δσ � δ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
ανδ υσε α ηιεραρχηιχαλ

Βερνουλλι πριορ διστριβυτιον φορ τηεσε παραmετερσ:
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π (δσ = 1) = π

π (δσ = 0) = 1� π

ωε χαν οβταιν α ΤΑΡ ωιτη αν υνκνοων νυmβερ οφ ρεγιmεσ. Αλτερνατιϖελψ, ϖαριουσ Μαρκοϖ
σωιτχηινγ mοδελσ (σεε Ηαmιλτον, 1989) χαν βε οβταινεδ (ωιτηουτ ρε−ορδερινγ τηε δατα) βψ
υσινγ α ηιεραρχηιχαλ πριορ ωηιχη τακεσ υσυαλ Μαρκοϖ τρανσιτιον προβαβιλιτψ φορm.
Αν ιmπορταντ ισσυε ωιτη τηρεσηολδ mοδελσ ισ τηε χηοιχε οφ τηε ινδεξ ϖαριαβλε, ζ. Ιν τηε

στανδαρδ ιmπλεmεντατιον οφ τηε ΤΑΡ mοδελ, τηε ινδεξ ϖαριαβλε ισ α λαγ οφ τηε δεπενδεντ
ϖαριαβλε. Ηοωεϖερ, τηερε ισ νο ρεασον φορ τηινκινγ ωηψ οτηερ ινδεξ ϖαριαβλεσ mαψ νοτ βε ποσ−
σιβλε. Βψ δε�νινγ ζτ το βε οτηερ φυνχτιονσ οφ λαγγεδ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ (ορ οτηερ εξογενουσ
ϖαριαβλεσ), ωε χαν γετ α ωιδε ρανγε οφ ΤΑΡ mοδελσ ασ, ε.γ., ιν Κοοπ ανδ Ποττερ (1999).
Ανοτηερ ωαψ οφ γαινινγ υσεφυλ ιντερπρετατιον φορ ουρ αππροαχη ισ το ρελατε ιτ το νον−

παραmετριχ ρεγρεσσιον mετηοδσ συχη ασ τηοσε δεσχριβεδ ιν Ψατχηεω (1998). Τηε ιντυιτιον
υνδερλψινγ συχη νονπαραmετριχ αππροαχηεσ φορ χροσσ−σεχτιοναλ ρεγρεσσιον ισ τηατ, ωηεν απ−
προξιmατινγ ψ = φ (ξ), ιφ τωο οβσερϖατιονσ ηαϖε σιmιλαρ ϖαλυεσ φορ ξ τηεν τηεψ ηαϖε σιmιλαρ
ϖαλυεσ φορ φ (ξ). Ιφ ωε υσε τηε διστανχε φυνχτιονσ δ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
= 1 φορ αλλ σ ωε οβταιν α mοδελ

ωιτη σιmιλαρ ιντυιτιον: σινχε �σ = �σ�1 + �ϖϖσ; οβσερϖατιονσ ωιτη σιmιλαρ ϖαλυεσ φορ ζ ωιλλ
ηαϖε σιmιλαρ ϖαλυεσ �σ. Τηυσ, ιφ ΓDΠ γροωτη ισ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε ανδ ιφ ζ ισ τηε λαγ
οφ ΓDΠ γροωτη, ωε ηαϖε α mοδελ ωηερε περιοδσ ωιτη σιmιλαρ λεϖελσ οφ λαγγεδ ΓDΠ γροωτη
ωιλλ ηαϖε σιmιλαρ δψναmιχσ. Ορ, εθυιϖαλεντλψ, τηε δψναmιχσ οφ ΓDΠ γροωτη γραδυαλλψ χηανγε
ωιτη τηε βυσινεσσ χψχλε. Τηισ εξαmπλε mακεσ χλεαρ τηε υσεφυλνεσσ οφ χονσιδερινγ δι¤ερεντ
ινδεξ ϖαριαβλεσ. Τηατ ισ, ιν αδδιτιον το ηαϖινγ α χηοιχε ωηιχη ιmπλιεσ �περιοδσ ωιτη σιmιλαρ
λεϖελσ οφ ΓDΠ γροωτη λαστ θυαρτερ ωιλλ ηαϖε σιmιλαρ ΑΡ δψναmιχσ�, ιτ χουλδ βε εmπιριχαλλψ
ιmπορταντ το αλλοω φορ α χηοιχε ωηιχη ιmπλιεσ �περιοδσ ωηιχη ηαϖε ηαδ σιmιλαρ λεϖελσ οφ ΓDΠ

γροωτη οϖερ τηε παστ ψεαρ ωιλλ ηαϖε σιmιλαρ ΑΡ δψναmιχσ� (ι.ε. ζτ =
Π
4

ϕ=1 ψτ�ϕ

4
) ορ το αλλοω

φορ �περιοδσ ωηερε ΓDΠ γροωτη ηασ αχχελερατεδ ραπιδλψ ωιλλ ηαϖε σιmιλαρ ΑΡ δψναmιχσ� (ι.ε.

ζτ =
Ππ

ϕ=1
�ψτ�ϕ

π
), ορ ζ χουλδ βε τηε χυρρεντ−δεπτη−οφ ρεχεσσιον ϖαριαβλε υσεδ ιν παπερσ συχη

ασ Βεαυδρψ ανδ Κοοπ (1993), ετχ. Τηε ποσσιβλε χηοιχεσ φορ τηε ινδεξ ϖαριαβλε αρε ενδλεσσ
ανδ ωηιχη ονεσ αρε ρεασοναβλε ωιλλ δεπενδ ον τηε εmπιριχαλ αππλιχατιον ατ ηανδ. Βυτ τηε
ιmπορταντ ποιντ το νοτε ισ τηατ τηε χονϖεντιοναλ λιτερατυρε σιmπλψ σελεχτσ α σινγλε χηοιχε φορ
αν ινδεξ ϖαριαβλε (ορ ατ mοστ σεαρχηεσ οϖερ α φεω χηοιχεσ βψ αλλοωινγ φορ αν υνκνοων δελαψ
παραmετερ). Ουρ αππροαχη αλλοωσ υσ το αϖεραγε οϖερ α ωιδε ρανγε οφ ποσσιβλε χηοιχεσ ορ
mακε τηε σελεχτιον οφ ινδεξ ϖαριαβλε ιν α δατα−βασεδ mαννερ ωιτηουτ εξ αντε χοmmιττινγ το
α παρτιχυλαρ φυνχτιοναλ φορm.
Ασ δισχυσσεδ ιν τηε πρεχεδινγ σεχτιον, ιν τηε νονπαραmετριχ ρεγρεσσιον λιτερατυρε, τηε

διστανχε βετωεεν οβσερϖατιονσ ισ αλσο ιmπορταντ, βυτ τηισ χαν εασιλψ βε αχχοmmοδατεδ ιν ουρ
φραmεωορκ (ε.γ. βψ ρεπλαχινγ δ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
= 1 βψ δ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
= ζ�σ�ζ

�

σ�1). Ιν τηισ ρεγαρδ, νοτε
αλσο τηατ τηε ΤΑΡ mοδελσ ωε ηαϖε δισχυσσεδ σο φαρ αλλ ινϖολϖε δ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
2 φ0; 1γ ινδιχατινγ

ωηεν α ρεγιmε−χηανγε ηασ οχχυρρεδ. Αλλοωινγ φορ δ
�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
το τακε ον ανψ ϖαλυε ιν τηε

υνιτ ιντερϖαλ ψιελδσ τηε σορτ οφ γραδυαλ τρανσιτιον βετωεεν ρεγιmεσ ωηιχη ισ α χηαραχτεριστιχ
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οφ ΣΤΑΡ mοδελσ. Τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν ουρ mοδελ ανδ τηε ΣΤΑΡ mοδελ ισ βρουγητ ουτ
εmπιριχαλλψ ιν ουρ αρτι�χιαλ δατα εξαmπλε βελοω.
Τηεσε εξαmπλεσ γιϖε ονλψ α �αϖορ οφ τηε ωιδε ϖαριετψ οφ βεηαϖιορσ αλλοωεδ βψ τηισ �εξιβλε

παραmετριχ mοδελ. Ινδεεδ, ιφ 
 ωερε το βε τοταλλψ υνρεστριχτεδ ανδ δ
�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
το βε τρεατεδ

νονπαραmετριχαλλψ, τηεν τηισ χλασσ οφ mοδελσ ωουλδ βε σο �εξιβλε ασ το βε ϖιρτυαλλψ εθυιϖαλεντ
το α νονπαραmετριχ mοδελ. Ηοωεϖερ, ιφ 
 ισ λεφτ χοmπλετελψ υνρεστριχτεδ, τηεν τηε νυmβερ οφ
χον�γυρατιονσ ιτ χουλδ τακε ισ Τ ! (ι.ε. τηερε αρε Τ ! ωαψσ οφ ρεορδερινγ τηε δατα). Φορ mοστ
mαχροεχονοmιχ δατα σετσ, Τ ! ισ σιmπλψ τοο λαργε το αλλοω φορ εξηαυστιϖε χονσιδερατιον οφ αλλ
ποσσιβλε ρεορδερινγσ οφ τηε δατα.2 Αχχορδινγλψ, ιν τηισ παπερ ωε ρεστριχτ τηε σετ οφ αλλοωαβλε
χον�γυρατιονσ φορ 
:
Ταβλε 1 προϖιδεσ αν ινχοmπλετε συmmαρψ οφ τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν ουρ mοδελινγ φραmε−

ωορκ ανδ τηε εξιστινγ λιτερατυρε. Γιϖεν ουρ τιmε σεριεσ φοχυσ, ωε ωριτε τηισ ταβλε ασσυmινγ
τηατ τηε εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ αρε λαγσ οφ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε (ι.ε. ξτ χονταινσ λαγσ οφ
τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε). Ηοωεϖερ, ωε στρεσσ τηατ ξτ χουλδ βε ανψ εξογενουσ εξπλανατορψ
ϖαριαβλεσ ανδ, ηενχε, ουρ γενεραλ φραmεωορκ ηολδσ φορ οτηερ ρεγρεσσιον−τψπε mοδελσ ωιτη
ρεγιmε−σωιτχηεσ ορ στρυχτυραλ βρεακσ.

2Τηε ισσυεσ ραισεδ βψ ηαϖινγ Τ ! χον�γυρατιονσ οφ 
 αρε εσσεντιαλλψ τηε σαmε ασ τηοσε ραισεδ ιν α Βαψεσιαν
mοδελ αϖεραγινγ ορ σελεχτιον εξερχισε ινϖολϖινγ ρεγρεσσιονσ ωηερε τηε νυmβερ οφ ποτεντιαλ εξπλανατορψ ϖαρι−
αβλεσ, Κ; ισ λαργε ανδ τηε νυmβερ οφ mοδελσ ισ 2Κ . Ιν συχη χασεσ, σιmυλατιον αλγοριτηmσ οϖερ mοδελ σπαχε
(σεε, ε.γ., Ηοετινγ, Μαδιγαν, Ραφτερψ ανδ ςολινσκψ, 1999 ορ Χηιπmαν, Γεοργε ανδ ΜχΧυλλοχη, 2001) χαν βε
υσεδ ωηιχη δο νοτ ρεθυιρε εξηαυστιϖε εϖαλυατιον οφ εϖερψ mοδελ. Ιν σοmε χασεσ, τηεσε mιγητ βε υσεφυλ φορ τηε
πρεσεντ χλασσ οφ mοδελσ. Ηοωεϖερ, φορ ϖαλυεσ οφ Τ γρεατερ τηαν αππροξιmατελψ 20 τηε χοmπυτατιοναλ δεmανδσ
οφ συχη σιmυλατιον αλγοριτηmσ αρε χυρρεντλψ ηιγη.

7



Ταβλε 1: Λινκσ Βετωεεν Ουρ Φραmεωορκ ανδ Ποπυλαρ Νονλινεαρ Τιmε Σεριεσ Μοδελσ
Μοδελ Dιστανχε Φυνχτιον Ινδεξ ςαριαβλε
ΑΡ(π) 0 ζτ = τ
ΤςΠ 1 ζτ = τ
Στρυχτυραλ Βρεακ
1 Βρεακ

= 1 ατ τιmε �
= 0 οτηερωισε

ζτ = τ

Στρυχτυραλ Βρεακ
Κ Βρεακσ

= 1 ατ � 1; ::; �Κ
= 0 οτηερωισε

ζτ = τ

Στρυχτυραλ Βρεακ
Υνκνοων # Βρεακσ

= 1 ωιτη προβ π
= 0 οτηερωισε

ζτ = τ

Χηιβ (1998) Στρυχτυραλ
Κ Βρεακσ Μοδελ

= 1 ωιτη ρεστριχτεδ Μαρκοϖ τρανσιτιον προβσ.
= 0 οτηερωισε

ζτ = τ

ςαριουσ νονπαραmετριχ
ΤςΠ mοδελσ

Σmοοτη φυνχτιον (ε.γ. κερνελ) ζτ = τ

Στανδαρδ ΤΑΡ
= 1 ιφ ζ�σ�1 < � ανδ ζ

�

σ � �
= 0 οτηερωισε

ζτ = ψτ�δ

Οτηερ ΤΑΡσ
= 1 ιφ ζ�σ�1 < � ανδ ζ

�

σ � �
= 0 οτηερωισε

ζτ εξογενουσ ϖαρ.
ορ φυνχτιονσ οφ λαγσ

Μυλτιπλε Ρεγιmε
ΤΑΡσ

= 1 ιφ ζ�σ�1 < � 1 ανδ ζ
�

σ � � 1
= 1 ιφ ζ�σ�1 < � 2 ανδ ζ

�

σ � � 2
ετχ.

ζτ εξογενουσ ϖαρ.
ορ φυνχτιονσ οφ λαγσ

ΣΤΑΡ3 Σmοοτη φυνχτιον ζτ = ψτ�δ
Μυλτιπλε Ρεγιmε ΣΤΑΡ Σmοοτη φυνχτιον ωιτη mυλτιπλε mοδεσ ζτ = ψτ�δ

Μαρκοϖ σωιτχηινγ mοδελ
= 1 ωιτη ρεστριχτεδ Μαρκοϖ τρανσιτιον προβσ.
= 0 οτηερωισε

ζτ = τ

ςαριουσ νονπαραmετριχ
τιmε σεριεσ mοδελσ

Σmοοτη φυνχτιον (ε.γ. κερνελ)
ζτ εξογενουσ ϖαρ.
ορ φυνχτιονσ οφ λαγσ

2.3 Σπεχιφψινγ τηε Dιστανχε Φυνχτιον

Τηε mοδελινγ φραmεωορκ σο φαρ ηολδσ φορ ανψ διστανχε φυνχτιον, αλτηουγη ωε ηαϖε γιϖεν α
φεω σπεχι�χ εξαmπλεσ τηατ mαψ βε οφ εmπιριχαλ ιmπορτανχε. Ιν τηισ σεχτιον, ωε προποσε α
παρτιχυλαρ ιmπλεmεντατιον ωηιχη σηουλδ βε �εξιβλε ενουγη το λετ τηε δατα σπεακ, βυτ αλσο βε
χαπαβλε οφ αχχοmmοδατινγ τηε τψπεσ οφ βεηαϖιορσ χοmmονλψ οβσερϖεδ ωιτη mαχροεχονοmιχ
δατα. Α χονϖενιεντ ωαψ οφ χηοοσινγ τηε διστανχε φυνχτιον ισ το τηινκ οφ ιτ ασ βεινγ δεριϖεδ
φροm α χυmυλατιϖε διστριβυτιον φυνχτιον (ΧDΦ) ον ζ�σ . Τηεν ωε ηαϖε

δ(ζ�σ ; ζ
�

σ�1) / Φ (ζ
�

σ)� Φ (ζ
�

σ�1); (7)

φορ σοmε ΧDΦ Φ (�). Ιφ Φ (�) ισ βασεδ ον α Υνιφορm διστριβυτιον (οϖερ τηε ιντερϖαλ [ζ�1 ; ζ
�

Τ ]) τηεν
τηε διστανχε φυνχτιον ρεδυχεσ το δ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
= ζ�σ�ζ

�

σ�1. Ιν τηισ παπερ, ωε φοχυσ ον τηε Νορmαλ
διστριβυτιον (ωιτη mεαν ανδ ϖαριανχε εστιmατεδ φροm τηε οβσερϖεδ δατα υσινγ Βαψεσιαν

3Τηισ ρελατιονσηιπ ισ αππροξιmατε ανδ ισ ιλλυστρατεδ ιν τηε αρτι�χιαλ δατα σεχτιον.
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mετηοδσ). Νοτε τηατ τηε Νορmαλ ισ θυιτε �εξιβλε ωηεν υσεδ ιν τηισ χοντεξτ. Τηε Νορmαλ χαν
(βψ χηοοσινγ α ϖερψ λαργε ϖαριανχε) αππροξιmατε χλοσελψ τηε δ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
= ζ�σ � ζ

�

σ�1 διστανχε
φυνχτιον. Βυτ ιτ αλσο χαν (βψ σεττινγ τηε mεαν το � ανδ χηοοσινγ α ϖερψ σmαλλ ϖαριανχε)
αππροξιmατε χλοσελψ τηε ΤΑΡ διστανχε φυνχτιον. Χηοοσινγ τηε mεαν οφ τηε Νορmαλ ιν τηισ
χασε ισ, τηυσ, αναλογουσ το εστιmατινγ τηε τηρεσηολδ παραmετερ ιν α ΤΑΡmοδελ.4 Ιντερmεδιατε
ϖαλυεσ οφ τηε ϖαριανχε οφ τηε Νορmαλ ωουλδ αλλοω φορ α σmοοτη χηανγε ιν δψναmιχσ αρουνδ
α τηρεσηολδ δετερmινεδ βψ τηε mεαν οφ τηε Νορmαλ (ε.γ. τηισ ωουλδ σηαρε σοmε σιmιλαριτιεσ
ωιτη α σmοοτη τρανσιτιον αυτορεγρεσσιϖε ορ ΣΤΑΡ mοδελ). Τηε αδϖανταγε οφ ουρ αππροαχη
ισ τηατ τηε πρεχισε σηαπε οφ τηε διστανχε φυνχτιον ωουλδ βε εστιmατεδ φροm τηε δατα ανδ νοτ
ιmποσεδ ατ τηε ουτσετ βψ χηοοσινγ το εστιmατε, ε.γ., α ΤΑΡ ορ ΣΤΑΡ mοδελ.
Νοω χονσιδερ, φορ α �ξεδ διστανχε φυνχτιον, τηε �εξιβιλιτψ τηατ χοmεσ φροm τηε στοχηαστιχ

ιντερπρετατιον οφ τηε παραmετερσ. Ιν τηε στανδαρδ 2−ρεγιmε ΤΑΡ mοδελ τηε ΑΡ χοε′χιεντσ
αρε χονσταντ ωιτηιν α ρεγιmε. Ιν τηε ΣΤΑΡ mοδελ τηεψ εϖολϖε ιν α �ξεδ ωαψ γιϖεν βψ τηε
παραmετριχ φορm οφ τηε τρανσιτιον φυνχτιον. Φυρτηερ, ιν βοτη χασεσ τηε ποστεριορ υνχερταιντψ
αβουτ τηε νονλινεαρ χονδιτιοναλ εξπεχτατιον φυνχτιον ισ δεπενδεντ ον τηε παραmετριχ φορm. Ιν
ουρ χασε ωε αρε νοτ ρεστριχτινγ τηε σηαπε οφ τηε χονδιτιοναλ εξπεχτατιον φυνχτιον. Ιν αδδιτιον,
τηε ποστεριορ υνχερταιντψ αβουτ τηε νονλινεαρ χονδιτιοναλ εξπεχτατιον φυνχτιον ρεσπονδσ το
ηοω δενσε τηε ινδεξ οβσερϖατιονσ αρε αρουνδ τηε ποιντ. Φορ εξαmπλε, χονσιδερ α ονε στεπ
αηεαδ πρεδιχτιον ατ α ποιντ ζ ιν τηε ιντερϖαλ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
ωηιχη δεπενδσ χρυχιαλλψ ον �γ(ζ). Ιτ χαν

βε σηοων τηατ τηε mεαν οφ �γ(ζ) ιντερπολατεσ βετωεεν τηε τωο νειγηβορινγ ϖαλυεσ οφ � ωιτη
ωειγητσ ινϖερσελψ ρελατεδ το τηε διστανχε βετωεεν νειγηβορινγ ποιντσ ανδ ζ. Τηε ϖαριανχε
σηαρεσ σιmιλαρ προπερτιεσ ανδ χαν βε λαργε ιφ τηε �διστανχε� βετωεεν οβσερϖατιονσ ισ λαργε. Ιν
γενεραλ, αργυmεντσ συχη ασ τηισ σηοω ηοω ουρ αππροαχη ισ αλmοστ νονπαραmετριχ ιν σπιριτ,
προϖιδινγ mυχη mορε �εξιβλε ανδ ροβυστ πρεδιχτιονσ τηαν στανδαρδ παραmετριχ αππροαχηεσ.
Ανοτηερ αδϖανταγε οφ ουρ mοδελινγ φραmεωορκ ισ τηατ ιτ ισ σιmπλε, βεινγ βασεδ ον τηε

στανδαρδ στατε σπαχε mοδελ. Τηυσ, τεξτβοοκ mετηοδσ φορ εστιmατιον, mοδελ χοmπαρισον
ανδ πρεδιχτιον αρε αϖαιλαβλε. Ιν τηισ παπερ, ωε αππλψ Βαψεσιαν mετηοδσ υσινγ α Μαρκοϖ
Χηαιν Μοντε Χαρλο (ΜΧΜΧ) αλγοριτηm φορ ποστεριορ σιmυλατιον. Χονδιτιοναλ ον α παρτιχυλαρ
ορδερινγ οφ τηε δατα (ι.ε. χονδιτιοναλ ον 
) ανδ α παρτιχυλαρ διστανχε φυνχτιον, ποστεριορ
σιmυλατιον ισ εασψ, ινϖολϖινγ χοmmονλψ−κνοων Βαψεσιαν σιmυλατιον mετηοδσ φορ στατε σπαχε
mοδελσ (ε.γ. Dυρβιν ανδ Κοοπmαν, 2002 ορ Dεϑονγ ανδ Σηεπηαρδ, 1995) ανδ σιmυλατιον
mετηοδσ φορ στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ (ε.γ. Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ, 1998). Τηυσ, ωε ονλψ ρεθυιρε
α mετηοδ φορ δραωινγ φροm τηε ποστεριορ φορ 
 ανδ τηε παραmετερσ οφ τηε διστανχε φυνχτιον
(χονδιτιοναλ ον τηε οτηερ παραmετερσ ιν τηε mοδελ). Τηισ mετηοδ ισ συππλιεδ ιν τηε φολλοωινγ
σεχτιον.
Τηισ χοmπλετεσ ουρ δισχυσσιον οφ τηε βασιχ ιντυιτιον βεηινδ ουρ mοδελ φραmεωορκ ανδ τηε

γενεραλ ιδεασ υνδερλψινγ ουρ ποστεριορ σιmυλατορ. Το συmmαριζε: ωε τακε α στανδαρδ στατε
σπαχε mοδελ ανδ τηεν αργυε τηατ, βψ αλλοωινγ φορ δι¤ερεντ ορδερινγσ οφ τηε δατα ανδ αλλοωινγ
φορ ϖαριανχεσ ιν τηε στατε εθυατιον τηατ δεπενδ υπον τηε διστανχε βετωεεν οβσερϖατιονσ, ωε

4Μυλτιπλε ρεγιmε mοδελσ χαν βε ηανδλεδ τηρουγη mιξτυρεσ οφ Νορmαλσ. Φορ εξαmπλε, αν Μ ρεγιmε ΤΑΡ
ωουλδ ρεθυιρε α mιξτυρε οφ Μ+1 Νορmαλσ ωιτη τηε mιξτυρε ωειγητσ αλσο βεινγ εστιmατεδ παραmετερσ. Ιν τηισ
παπερ, ωε δο νοτ ινϖεστιγατε τηισ εξτενσιον αλτηουγη ιτ ισ χονχεπτυαλλψ ανδ χοmπυτατιοναλλψ στραιγητφορωαρδ.
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ηαϖε χρεατεδ αν εξτρεmελψ �εξιβλε mοδελ ωηιχη νεστσ α ηυγε ϖαριετψ οφ ποπυλαρ νονλινεαρ
τιmε σεριεσ ανδ στρυχτυραλ βρεακ σπεχι�χατιονσ (ασ ωελλ ασ mανψ οτηερ τιmε σεριεσ mοδελσ).
Μετηοδσ φορ Βαψεσιαν ινφερενχε αρε ϖερψ σιmπλε, ινϖολϖινγ ονλψ mινορ αδδιτιονσ το στανδαρδ
Βαψεσιαν mετηοδσ φορ στατε σπαχε mοδελσ.
Ιν τηε νεξτ σεχτιον, ωε προϖιδε φορmαλ δεταιλσ το mακε ριγορουσ τηε ινφορmαλ ιντυιτιον

προϖιδεδ ιν τηισ ιντροδυχτιον. Τηε mοδελ χονσιδερεδ ισ α γενεραλιζατιον οφ τηε ονε δισχυσσεδ
σο φαρ, φρεεινγ υπ τηε ασσυmπτιον τηατ ξτ ισ α σχαλαρ. Φυρτηερmορε, ωε αλλοω φορ τηε χονδι−
τιοναλ ϖαριανχε οφ τηε mεασυρεmεντ εθυατιον το δεπενδ ον 
, τηυσ εξτενδινγ τηε χονχεπτ οφ
στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ το αλλοω φορ mορε γενεραλ νονλινεαρ παττερνσ ιν τηε χονδιτιοναλ ϖαριανχε.
Μανψ ρεχεντ εmπιριχαλ mαχροεχονοmιχ στυδιεσ (ε.γ. Χογλεψ ανδ Σαργεντ, 2005 ανδ Σιmσ ανδ
Ζηα, 2006) ηαϖε εmπηασιζεδ τηε στατιστιχαλ ιmπορτανχε (ανδ ρελεϖανχε φορ mαχροεχονοmιχ
πολιχψ) οφ αλλοωινγ φορ στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ ορ νονλινεαριτιεσ ιν τηε χονδιτιοναλ ϖαριανχε. Wε
δεϖελοπ mετηοδσ φορ δραωινγ φροm 
 ανδ τηε παραmετερσ οφ τηε διστανχε φυνχτιον (χονδι−
τιοναλ ον τηε οτηερ παραmετερσ οφ τηε mοδελ) ανδ δισχυσσ ϖαριουσ ωαψσ οφ ρεστριχτινγ τηε σετ
οφ χον�γυρατιονσ 
 χαν τακε ον. Wε αππλψ ουρ mετηοδσ το αρτι�χιαλ δατα ανδ ιν α στυδψ οφ
τηε δψναmιχσ οφ ρεαλ ΓDΠ γροωτη.

3 Βαψεσιαν Ινφερενχε

Χονσιδερ τηε ΤςΠ mοδελ οφ τηε φορm:

ψτ = Ξ
0

τ�τ + ∀τ; (8)

ωηερε ψτ ισ α σχαλαρ ανδ Ξτ ισ α ροω ϖεχτορ ωιτη κ ελεmεντσ (ε.γ. ιν ουρ υνιϖαριατε αππλιχατιον
το ρεαλ ΓDΠ γροωτη, Ξτ ινχλυδεσ α χονσταντ πλυσ π λαγσ οφ ψτ). Τηε mοδελ�σ χοε′χιεντσ εϖολϖε
αχχορδινγ το:

�τ = �τ�1 + ϖτ (9)

ωηερε ϖτ � Ν (0; Θ). Τηε ερρορ ιν τηε mεασυρεmεντ εθυατιον ισ ασσυmεδ το εξηιβιτ στοχηαστιχ
ϖολατιλιτψ. Τηατ ισ,

∀τ = �τ εξπ

�
1

2
�τ

�
(10)

ωηερε �τ � Ν (0; 1),

�τ = �τ�1 + �τ (11)

ανδ �τ � Ν
�
0; �2�

�
. Τηε ερρορσ, �τ; ϖτ ανδ �τ, αρε ινδεπενδεντ ατ αλλ λεαδσ ανδ λαγσ ανδ αρε

ινδεπενδεντ οφ ονε ανοτηερ. Βαψεσιαν ινφερενχε ιν τηισ στατε σπαχε mοδελ χαν βε δονε ιν α
στραιγητφορωαρδ φασηιον υσινγ στανδαρδ ρεσυλτσ. Ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ, ωε υσε τηε mετηοδσ
οφ Dυρβιν ανδ Κοοπmαν (2002) το δραω φροm τηε ποστεριορ οφ � = (�00; ::; �

0

Τ )
0

(χονδιτιοναλ
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ον � = (�0; ::; �Τ )
0ανδ Θ).5 Τηε mετηοδ οφ Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ (1998) ισ υσεδ το

δραω φροm τηε ποστεριορ οφ � (χονδιτιοναλ ον � ανδ �2�). Το βε πρεχισε, ωε υσε ωηατ τηεψ
χαλλ τηειρ mιξτυρε σαmπλερ (σεε Σεχτιον 3.3 οφ τηειρ παπερ). Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ (1998)
προϖιδε χονϖινχινγ εϖιδενχε τηατ τηισ αλγοριτηm, σινχε ιτ δραωσ διρεχτλψ φροm τηε ποστεριορ
χονδιτιοναλ φορ �, ισ mυχη mορε ε′χιεντ τηαν σινγλε mοϖε σαmπλερσ.
Νοτε τηατ, χονδιτιοναλ ον � ανδ �, τηε στατε εθυατιονσ ρεδυχε το σιmπλι�εδ ϖαριαντσ οφ

λινεαρ ρεγρεσσιον mοδελσ. Τηυσ, χονδιτιοναλ ον δραωσ οφ �, τηε ποστεριορ φορ Θ�1 τακεσ τηε
υσυαλ Wισηαρτ φορm (σεε, ε.γ., Κοοπ, 2003, παγεσ 140−141) ανδ χονδιτιοναλ ον � τηε ποστεριορ
οφ ��2� τακεσ τηε υσυαλ Γαmmα φορm (σεε, ε.γ., Κοοπ, 2003, παγεσ 61−62).
Ιν συmmαρψ, στανδαρδ mετηοδσ χαν βε υσεδ το σετ υπ αν ΜΧΜΧ αλγοριτηm ωηιχη σε−

θυεντιαλλψ δραωσ φροm π
�
�ϕDατα; �;Θ; �2�

�
, π
�
�ϕDατα; �;Θ; �2�

�
, π
�
Θ�1ϕDατα; �; �; �2�

�
ανδ

π
�
��2� ϕDατα; �; �;Θ

�
.6 Τηε ρεσυλτσ οφ Φερνανδεζ, Λεψ ανδ Στεελ (1997) ιmπλψ τηατ προπερ

πριορσ φορ ειτηερ οφ τηε ερρορ ϖαριανχεσ ορ τηε ινιτιαλ χονδιτιονσ ιν στατε εθυατιονσ αρε ρεθυιρεδ
ιν ορδερ το οβταιν προπερ ποστεριορσ.7 Ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ, ωε υσε ωεακλψ ινφορmατιϖε
πριορσ.
Τηε πρεϖιουσ δισχυσσιον δεσχριβεδ αν ΜΧΜΧ αλγοριτηm φορ α ΤςΠ mοδελ ωιτη στοχηαστιχ

ϖολατιλιτψ. Ηοωεϖερ, ωε ωαντ το εξτενδ τηισ mοδελ το αλλοω φορ δι¤ερεντ ορδερινγσ ανδ διστανχε
φυνχτιονσ. Τηυσ, αναλογουσλψ το (3) ανδ (4), ωε δε�νε α ϖαριαντ οφ (8) ανδ (9) ωηιχη αλλοωσ
φορ ρεορδερινγσ οφ τηε δατα αχχορδινγ το αν ινδεξ ϖαριαβλε, ζτ; ανδ αλλοωσ φορ τηε ερρορ ϖαριανχε
ιν τηε τρανσιτιον εθυατιον το δεπενδ ον τηε διστανχε βετωεεν οβσερϖατιονσ (ορδερεδ αχχορδινγ
το τηε ινδεξ ϖαριαβλε). Τηατ ισ, ουρ mοδελ ισ

ψτ = Ξ
0

τ�γ(ζτ) + ∀τ; (12)

ωηερε

�σ = �σ�1 + ϖσ (13)

ανδ ϖσ � Ν
η
0;
θ
δ
�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
Θ
ι
. Τηε ερρορ ιν τηε mεασυρεmεντ εθυατιον ηασ τηε φορm,

∀τ = �τ εξπ

�
1

2
�γ(ζτ)

�
(14)

ωηερε

�σ = �σ�1 + �σ (15)

5Νοτε τηατ ωε υσε τηε αλγοριτηm ον Dυρβιν ανδ Κοοπmαν (2002) το συππλψ δραωσ οφ �1; ::; �Τ . Τηε ινιτιαλ
χονδιτιον, �0, χαν βε τρεατεδ ασ α ρεγρεσσιον ε¤εχτ ανδ δραων (χονδιτιοναλ ον �1; ::; �Τ ) υσινγ στανδαρδ ρεσυλτσ
φορ τηε Νορmαλ λινεαρ ρεγρεσσιον mοδελ.

6Ηερε (ανδ τηρουγηουτ τηισ παπερ) ωε ηαϖε ωριττεν τηεσε ουτ ασ τηε φυλλ ποστεριορ χονδιτιοναλσ. Ηοωεϖερ,
σοmε οφ τηεm δο νοτ δεπενδ ον αλλ τηε χονδιτιονινγ αργυmεντσ. Φορ ινστανχε, π

�
Θ�1ϕDατα; �; �; �2�

�
δοεσ

νοτ δεπενδ ον �2� ανδ ωε χουλδ ηαϖε ωριττεν τηισ χονδιτιοναλ ποστεριορ ασ π
�
Θ�1ϕDατα; �; �

�
.

7Τηε νον−Βαψεσιαν εθυιϖαλεντ οφ τηισ νεεδ φορ πριορ ινφορmατιον ισ τηε νεχεσσιτψ οφ ινιτιαλιζινγ τηε Καλmαν
�λτερ.
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ανδ �σ � Ν
η
0;
θ
δ
�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
�2�

ι
. Αδδιτιοναλ ασσυmπτιονσ αβουτ τηε ερρορσ αρε ασ δεσχριβεδ

αβοϖε (σεε εθυατιονσ 8 τηρουγη 11 ανδ συρρουνδινγ δισχυσσιον). Οτηερ δε�νιτιονσ αρε ασ
αφτερ (4). Βριε�ψ σ ινδεξεσ α ρεορδερινγ οφ τιmε αχχορδινγ το γ (ζτ) ωηιχη ισ τηε ρανκ οφ τηε
ινδεξ ϖαριαβλε, ζτ, ωηεν ζ1; ::ζΤ αρε πλαχεδ ιν ασχενδινγ ορδερ. Τηε ρεορδερεδ ϖαλυεσ οφ ζτ αρε
δενοτεδ ασ ζ�τ (φορ τ = 1; :::Τ ) ανδ, βψ δε�νιτιον, ωε ηαϖε ζ

�

1 � ζ
�

2 � :: � ζ
�

Τ . Wε ιντροδυχε α
παραmετερ ϖεχτορ 
 το δενοτε ηοω τηε ινδεξ ϖαριαβλε ορδερσ τηε δατα, τηε ττη ελεmεντ οφ 
 ισ

τ = γ (ζτ) φορ τ = 1; :::; Τ . δ

�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
ισ α (νον−νεγατιϖε) διστανχε φυνχτιον mεασυρινγ τηε

διστανχε βετωεεν ζ�σ ανδ ζ
�

σ�1.
Ιν σοmε αππλιχατιονσ, ιτ mαψ βε δεσιραβλε το υσε α δι¤ερεντ ορδερινγ ανδ διστανχε φυνχτιον

φορ τηε χονδιτιοναλ mεαν χοε′χιεντσ τηαν τηε χονδιτιοναλ ϖαριανχεσ. Τηισ ισ χονχεπτυαλλψ
στραιγητφορωαρδ ανδ ισ ιmπλεmεντεδ ιν ουρ σεχονδ εmπιριχαλ εξαmπλε βελοω. Νοτε τηατ, ιφ ωε
χονσιδερ α λαργε νυmβερ οφ ορδερινγσ φορ βοτη τηε χονδιτιοναλ mεαν ανδ χονδιτιοναλ ϖαριανχε,
τηε χοmπυτατιοναλ δεmανδσ ωουλδ ινχρεασε γρεατλψ. Ασ ωε σηαλλ εξπλαιν ιν τηε εmπιριχαλ
σεχτιον, ιν mοστ χασεσ ονε χουλδ φοχυσ ον τηε χασε ωηερε τηε χονδιτιοναλ ϖαριανχε ισ ονλψ
βασεδ ον τηε νατυραλ τιmε ορδερινγ.
Wε υσε α διστανχε φυνχτιον βασεδ ον Νορmαλ ΧDΦσ (σεε εθυατιον 7). Ιφ ωε λετ � (ζ�σ ;�; �

2
δ)

βε τηε ΧDΦ οφ τηε Ν (�; �2δ) εϖαλυατεδ ατ τηε ποιντ ζ
�

σ , τηεν ωε ωριτε τηε διστανχε φυνχτιον
ασ:

δ(ζ�σ ; ζ
�

σ�1) / �(ζ
�

σ ;�; �
2
δ)� �(ζ

�

σ�1;�; �
2
δ): (16)

Ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm ινϖολϖεσ σεθυεντιαλλψ δραωινγ φροm π
�
�ϕDατα; �;Θ; �2�; �; �

2
δ; 

�
,

π
�
�ϕDατα; �;Θ; �2�; �; �

2
δ; 

�
, π
�
Θ�1ϕDατα; �; �; �2�; �; �

2
δ; 

�
, π
�
��2� ϕDατα; �; �; �

2
�; �; �

2
δ; 

�
,

π
�
�ϕDατα; �; �;Θ; �2�; �

2
δ; 

�
, π
�
�2δϕDατα; �; �;Θ; �

2
�; �; 


�
ανδ π

�

ϕDατα; �; �;Θ; �2�; �; �

2
δ

�
.

Τηε �ρστ φουρ οφ τηεσε ποστεριορ χονδιτιοναλ διστριβυτιονσ αρε στανδαρδ (σεε τηε δισχυσσιον
συρρουνδινγ τηε mοδελ δε�νεδ βψ εθυατιονσ 8 τηρουγη 11). Αλτηουγη νοτε τηατ σοmε mινορ
mοδι�χατιονσ οφ τηε αλγοριτηm οφ Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ (1998) αρε ρεθυιρεδ το δραω φροm
� δυε το τηε διστανχε φυνχτιον εντερινγ τηε διστριβυτιον οφ �σ. Βυτ τηεσε mοδι�χατιονσ αρε

τριϖιαλ σινχε, βψ διϖιδινγ (15) βψ
θ
δ
�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
ωε οβταιν α στατε εθυατιον φορ ϖολατιλιτιεσ τηατ

ισ ιν τηε σαmε φορmατ ασ Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ (1998). Τηε �ναλ τηρεε οφ τηεσε ποστεριορ
χονδιτιοναλσ ωε δισχυσσ ηερε.
Φορ π (�ϕDατα; �; �;Θ; �2δ; 
)ανδ π (�

2
δϕDατα; �; �;Θ; �; 
) ωε υσε Ρανδοm Wαλκ Χηαιν

Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηmσ (σεε, ε.γ., Χηιβ ανδ Γρεενβεργ, 1995). Το βε πρεχισε, ιφ
π (�) ισ τηε πριορ, Βαψεσ τηεορεm ιmπλιεσ

π
�
�ϕDατα; �; �;Θ; �2δ; �

2
�; 

�
/ π

�
Dατα; �; �ϕ�; �2�; Θ; �

2
δ; 

�
π (�) (17)

/ π
�
Dαταϕ�; �; �; �2�; Θ; �

2
δ; 

�
π
�
�; �ϕ�; �; �2�; Θ; �

2
δ; 

�
π (�)

/ π
�
�; �ϕ�; �2�; Θ; �

2
δ; 

�
π (�) ;

ωηερε τηε λαστ λινε αρισεσ σινχε, χονδιτιοναλ ον � ανδ �, τηε δατα προϖιδεσ νο αδδιτιοναλ
ινφορmατιον αβουτ �. Τηυσ, το εϖαλυατε (17) ατ α ποιντ ωε νεεδ ονλψ εϖαλυατε π (�; �ϕ�; 
),
ωηιχη βψ (13) ανδ (15) ισ Νορmαλ, ανδ τηε πριορ, π (�). Ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ, ωε υσε α
Νορmαλ πριορ ανδ τηυσ � � Ν

�
�; ς �

�
.
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Τηε Ρανδοm Wαλκ Χηαιν Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηm γενερατεσ χανδιδατε δραωσ, ��,
αχχορδινγ το:

�� = �(σ�1) + �; (18)

ωηερε (σ� 1) συπερσχριπτσ (συχη ασ �(σ�1)) δενοτε τηε (σ� 1)τη δραω φροm τηε αλγοριτηm ανδ
� ισ τηε ινχρεmεντ ρανδοm ϖαριαβλε. Wε λετ � � Ν (0; χ) ανδ χηοοσε χ το ψιελδ αν αϖεραγε
αχχεπτανχε προβαβιλιτψ οφ ρουγηλψ 0:50. Χανδιδατε δραωσ αρε αχχεπτεδ ωιτη προβαβιλιτψ:

Α
�
�(σ�1); ��

�
= mιν

2

4
π
�
��ϕ�(σ�1); �(σ�1); Θ(σ�1); �

2(σ�1)
δ ; �

2(σ�1)
� ; 
(σ�1)

�

π
�
�(σ�1)ϕ�(σ�1); �(σ�1); Θ(σ�1); �

2(σ�1)
δ ; �

2(σ�1)
� ; 
(σ�1)

� ; 1

3

5 ; (19)

ωηιχη χαν βε εϖαλυατεδ υσινγ (17).
Τηε νεξτ βλοχκ ιν τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm ινϖολϖεσ α Ρανδοm Wαλκ Χηαιν Μετροπολισ−

Ηαστινγσ αλγοριτηm φορ �2δ. Τηισ ισ οφ τηε σαmε φορm ασ τηε αλγοριτηm φορ � εξχεπτ τηατ
(17), (18) ανδ (19) αρε ρεπλαχεδ ωιτη φορmυλα ινϖολϖινγ �2δ ινστεαδ οφ �. Το βε πρεχισε, υσινγ
σιmιλαρ στεπσ ασ ιν (17) ωε ηαϖε:

π
�
�2δϕDατα; �; �;Θ; �; �

2
�; 

�
/ π

�
�; �ϕ�; �2�; Θ; �

2
δ; 

�
π
�
�2δ
�
; (20)

ωηερε ωε τακε τηε πριορ, π
�
��2δ

�
, το βεΓ

�
�
δ
; �δ

�
ωηερε τηισ δενοτεσ τηε Γαmmα διστριβυτιον

ωιτη mεαν �
δ
ανδ δεγρεεσ οφ φρεεδοm �δ. Τηε Ρανδοm Wαλκ Χηαιν Μετροπολισ−Ηαστινγσ

αλγοριτηm προχεεδσ αναλογουσλψ το (18) ανδ (19), τηε ονλψ δι¤ερενχε ισ τηατ ωε ρεπλαχε (18)
βψ:

λογ
�
�2�δ
�
= λογ

�
�
2(σ�1)
δ

�
+ �.

Φιναλλψ, 
 χαν βε τρεατεδ ιν σεϖεραλ ωαψσ. 
 χαν βε ιντερπρετεδ ασ α mοδελ ινδιχατορ
ανδ, τηυσ, ανψ οφ τηε στανδαρδ αππροαχηεσ φορ χαλχυλατινγ ποστεριορ mοδελ προβαβιλιτιεσ (ορ
αϖεραγινγ αχροσσ mοδελσ) χαν βε εmπλοψεδ. Ιφ τηε νυmβερ οφ χον�γυρατιονσ 
 χαν τακε ισ φαιρλψ
σmαλλ, τηεν τηε mαργιναλ λικελιηοοδ χαν βε χαλχυλατεδ φορ εαχη mοδελ υσινγ στανδαρδ mετηοδσ
βασεδ ον ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ (ε.γ. Χηιβ ανδ ϑελιαζκοϖ, 2001 ορ Γελφανδ ανδ Dεψ, 1994). Ιν
τερmσ οφ τηε νοτατιον οφ τηισ παπερ, συχη αν αππροαχη χαν βε υσεδ το διρεχτλψ εϖαλυατε
π (
ϕDατα) (ασ οπποσεδ το δραωινγ φροm π

�

ϕDατα; �; �;Θ; �2�; �; �

2
δ

�
). Αλτερνατιϖελψ, ιφ τηε

χοmπυτατιοναλ χοστ οφ τηεσε mετηοδσ οφ mαργιναλ λικελιηοοδ χαλχυλατιον ισ ηιγη, τηεν τηε
ρεσεαρχηερ χαν υσε ϖαριουσ αππροξιmατιονσ φορ τηε mαργιναλ λικελιηοοδ (ε.γ. τηε Βαψεσιαν
ινφορmατιον χριτεριον ορ τηε ΛαΠλαχε αππροξιmατιον οφ Τιερνεψ ανδ Καδανε, 1986). Ψετ
ανοτηερ αλτερνατιϖε ισ το υσε αν αλγοριτηm ωηιχη δραωσ φροm mοδελ ανδ παραmετερ σπαχε
ϕοιντλψ (ι.ε. ιν ουρ χοντεξτ, τηισ mεανσ δραωινγ διρεχτλψ φροm π

�

ϕDατα; �; �;Θ; �2�; �; �

2
δ

�
).

Εξαmπλεσ οφ συχη αλγοριτηmσ ινχλυδε Χαρλιν ανδ Χηιβ (1995) ανδ Γρεεν (1995). Χαρλιν ανδ
Λουισ (2000) χηαπτερ 6 ο¤ερσ α υσεφυλ οϖερϖιεω οφ συχη αλγοριτηmσ. Ιν τηισ παπερ, ωε υσε τηε
αππροαχη οφ Γελφανδ ανδ Dεψ (1994).
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Ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ ωιτη α ΤςΠ εξτενσιον οφ αν ΑΡ(π) mοδελ, ωε ρεστριχτ τηε ποσσιβλε
χον�γυρατιονσ οφ 
:

� 
 = (1; 2; 3; ::; Τ )0, τηε ρεαλ τιmε ορδερινγ (ι.ε. ζτ = τ)

� δατα ορδερεδ αχχορδινγ το τηε ϕτη λαγ οφ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε ορ χοϖαριατεσ (ι.ε. ζτ =
ψτ�ϕ) φορ ϕ = 1; ::; π.

� δατα ορδερεδ το αϖεραγε οφ τηε λαγγεδ δεπενδεντ ϖαριαβλε ορ χοϖαριατεσ οϖερ τηε λαστ π

περιοδσ (ι.ε. ζτ =
Ππ

ϕ=1
ψτ�ϕ

π
)

Τηυσ, τηε νυmβερ οφ ποσσιβλε χον�γυρατιονσ ιν α στανδαρδ υνιϖαριατε τιmε σεριεσ mοδελ ισ
2π. Οφ χουρσε, ιν ανοτηερ εmπιριχαλ εξερχισε οτηερ σετσ οφ χον�γυρατιονσ αρε ποσσιβλε (ανδ ιφ
τηε νυmβερ οφ οβσερϖατιονσ ισ σmαλλ, τηε ρεσεαρχηερ mαψ εϖεν ωιση το λεαϖε 
 υνρεστριχτεδ).

4 Εmπιριχαλ Wορκ

4.1 Τηε Πριορ

Ιν ουρ ωορκ ωιτη αρτι�χιαλ ανδ ρεαλ δατα α πριορ ισ ρεθυιρεδ. Μοστ οφ τηε παραmετερσ ιν ουρ
mοδελ αρε φαmιλιαρ ονεσ (ε.γ. ΑΡ χοε′χιεντσ, ερρορ ϖαριανχεσ) ανδ ωε ωιλλ ϕυστ υσε στανδαρδ
ωεακλψ ινφορmατιϖε πριορσ φορ τηεσε. Οφ χουρσε, ιν mορε συβσταντιϖε εmπιριχαλ εξερχισεσ,
τηε ρεσεαρχηερ mαψ ωιση το υσε νονινφορmατιϖε πριορσ, χαρρψ ουτ α πριορ σενσιτιϖιτψ αναλψσισ
ανδ/ορ αδοπτ αν οβϕεχτιϖε πριορ αππροαχη (ε.γ. τηε τραινινγ σαmπλε αππροαχη οφ Ο�Ηαγαν,
1995). Ηοωεϖερ, ουρ διστανχε φυνχτιον ισ νεω ανδ σο ιτ ισ ωορτηωηιλε το ταλκ αβουτ ιτσ πριορ.
Τηισ αλσο αλλοωσ υσ το υνδερστανδ τηε προπερτιεσ οφ τηε διστανχε φυνχτιον.
Ουρ διστανχε φυνχτιον ισ γιϖεν ιν (16) ωηιχη δεπενδσ ον τηε παραmετερσ � ανδ ��2δ . Ανψ

πριορ ισ ποσσιβλε φορ τηεσε παραmετερσ ανδ, παρτιχυλαρλψ ασ ωε αρε υσινγ α Μετροπολισ−Ηαστινγσ
αλγοριτηm, τηε ρεσεαρχηερ ισ υνρεστριχτεδ ιν πριορ χηοιχε. Ηερε ωε ασσυmε τηε πριορ φορ � το

βε Ν
�
�; ς �

�
ανδ τηε πριορ φορ ��2δ το βε Γ

�
�
δ
; �δ

�
. Ιντυιτιϖελψ, βψ σηιφτινγ � αρουνδ ωε χαν

αχχοmmοδατε λαργερ χοε′χιεντ σηιφτσ ιν τηε ρεγιον νεαρ �. Σmαλλ ϖαλυεσ οφ �2δ αρε χονσιστεντ
ωιτη ραπιδ χηανγεσ ιν χοε′χιεντσ ιν τηε ρεγιον νεαρ �, ωηερεασ λαργερ ϖαλυεσ οφ �2δ αρε
χονσιστεντ ωιτη γραδυαλ εϖολυτιον οφ χοε′χιεντσ (ι.ε. αππροαχηινγ α στανδαρδ ΤςΠ mοδελ).
Ιν mοστ χασεσ, ιτ ωιλλ βε δεσιραβλε το ηαϖε α πριορ ωηιχη αλλοωσ φορ αλλ τηεσε ποσσιβιλιτιεσ. Ιν
αλλ ουρ εmπιριχαλ ωορκ βελοω, ωε σετ � = 0; ς � = 0:5; �δ = 5 ανδ �δ = 5. Ιν τηε ρεmαινδερ
οφ τηισ συβσεχτιον, ωε ωιλλ δισχυσσ τηε ιmπλιχατιονσ οφ τηεσε χηοιχεσ. Ρεmεmβερ τηατ �

δ
ισ

τηε mεαν οφ τηε πρεχισιον, ��2δ , νοτ τηε ϖαριανχε ανδ, ηενχε, τηισ πριορ ισ αλλοχατινγ α γρεατ
δεαλ οφ ωειγητ το ϖαλυεσ οφ �2δ λεσσ τηαν ονε.
Τηε διστανχε φυνχτιον δεπενδσ νοτ ονλψ ον � ανδ ��2δ , βυτ αλσο ον ζ

�

σ ανδ ζ
�

σ�1. Ιν
τηισ συβσεχτιον, ωε τακε ζτ = ζ�τ = τ φορ τ = 1; :::; Τ . Το αιδ ιν ιντερπρετατιον, ωε αλωαψσ
στανδαρδιζε ουρ ϖαριαβλεσ σο τηατ τηεψ ηαϖε mεαν ζερο ανδ στανδαρδ δεϖιατιον ονε. Τηισ
mεανσ, ιν παρτιχυλαρ, τηατ ουρ ινδεξ ϖαριαβλε ωιλλ τψπιχαλλψ ηαϖε αλmοστ αλλ οφ ιτσ οβσερϖατιονσ
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ιν τηε ιντερϖαλ [�2; 2]. Φυρτηερmορε, ουρ διστανχε φυνχτιον ισ στανδαρδιζεδ σο ασ το ηαϖε mεαν
1.8 Ηενχε, ωε ηαϖε:

δ(ζ�σ ; ζ
�

σ�1) =
�(ζ�σ ;�; �

2
δ)� �(ζ

�

σ�1;�; �
2
δ):

1
Τ

ΠΤ

ι=1

�
�(ζ�ι ;�; �

2
δ)� �(ζ

�

ι�1;�; �
2
δ)
�
:

(21)

Τηε υππερ λεφτ−ηανδ πανελ οφ Φιγυρε 1 πρεσεντσ τηε πριορ mεαν οφ τηε διστανχε φυνχτιον
φορ εϖερψ ϖαλυε οφ ζ�τ . Τηισ χαν βε σεεν το ηαϖε αν ινϖερτεδ−Υ σηαπε βυτ βε ρελατιϖελψ �ατ
(ι.ε. διστανχε βετωεεν οβσερϖατιονσ ιν τηε mιδδλε οφ τηε σαmπλε ισ λεσσ τηαν φουρ τιmεσ ασ
βιγ ασ διστανχε φυνχτιον ατ τηε ϖερψ βεγιννινγ ορ ενδ οφ σαmπλε). Ηοωεϖερ, τηισ πριορ mεαν
αϖεραγεσ οϖερ mανψ ϖαλυεσ φορ τηε παραmετερσ. Τηε πριορ στανδαρδ δεϖιατιονσ αχχοmπανψινγ
τηεσε πριορ mεαν αρε ρουγηλψ ονε, συγγεστινγ τηατ ωιδε δεϖιατιονσ φροm τηε πριορ mεαν αρε
ποσσιβλε.
Τηε ρεmαινινγ τηρεε πανελσ οφ Φιγυρε 1 πλοτ τηρεε παρτιχυλαρ διστανχε φυνχτιονσ αρισινγ

φροm σπεχι�χ ϖαλυεσ οφ � ανδ �2δ. Ιν παρτιχυλαρ, ωε ηαϖε χονστρυχτεδ τηε διστανχε φυνχτιον
φορ: ι) � = �0:5 ανδ �2δ = 0:01, ιι) � = 1:6 ανδ �2δ = 0:5 ανδ ιιι) � = 0 ανδ �2δ = 2.
Νοτε τηατ αλλ οφ τηεσε παραmετερ χον�γυρατιονσ αρε ιν αρεασ οφ αππρεχιαβλε πριορ προβαβιλιτψ
υσινγ ουρ πριορ. Τηε υππερ ριγητ−ηανδ πανελ οφ Φιγυρε 1 σηοωσ ηοω ουρ παραmετριχ φορm
φορ τηε διστανχε φυνχτιον χαν αχχοmmοδατε αν αβρυπτ βρεακ ιν τηε �ρστ ηαλφ οφ τηε σαmπλε.
Νοτε τηατ, αωαψ φροm τηε mοδε, τηε διστανχε φυνχτιον φαλλσ αωαψ το ϖιρτυαλλψ ζερο (ινδιχατινγ
χονστανχψ οφ χοε′χιεντσ) ϖερψ θυιχκλψ. Τηε λοωερ ριγητ−ηανδ πανελ οφ Φιγυρε 1 ινδιχατεσ τηατ
θυιτε �ατ διστανχε φυνχτιονσ χαν βε αχχοmmοδατεδ (χονσιστεντ ωιτη α ΤςΠ mοδελ). Τηε
λοωερ λεφτ−ηανδ πανελ σερϖεσ το ιλλυστρατε τηατ ψετ οτηερ τψπεσ οφ βεηαϖιορ αρε χονσιστεντ ωιτη
ουρ πριορ. Ιν τηισ χασε, ωε ηαϖε α mοδε ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε, ινδιχατινγ ινχρεασινγ
ϖολατιλιτψ ιν χοε′χιεντσ οϖερ τιmε.
Ιν συm, ουρ φυνχτιοναλ φορm φορ τηε διστανχε φυνχτιον ανδ τηε πριορ ωε ηαϖε χηοσεν αρε

εξτρεmελψ �εξιβλε, αβλε το αχχοmπανψ α ωιδε ρανγε οφ προπερτιεσ, ινχλυδινγ αβρυπτ ορ γραδυαλ
βρεακσ ιν χοε′χιεντσ (ατ ανψ ποιντ ιν τηε σαmπλε) ορ mορε γραδυαλ εϖολυτιον οφ χοε′χιεντσ
χονσιστεντ ωιτη α ΤςΠ mοδελ.

4.2 Αρτι�χιαλ Dατα

Βεφορε προχεεδινγ το εmπιριχαλ ωορκ ωιτη ρεαλ δατα, ωε βεγιν βψ ιλλυστρατινγ σοmε οφ τηε
ασπεχτσ οφ ουρ αππροαχη υσινγ αρτι�χιαλ δατα. Αλλ τηε αρτι�χιαλ δατα σετσ αρε γενερατεδ φροm:

ψτ = [1� Φ (ζτ)] �1ψτ�1 + Φ (ζτ) �2ψτ�1 + �∀∀τ; (22)

φορ τ = 1; ::; 200 ωηερε ∀τ ισ ι.ι.δ. Ν (0; 1). Τηε χοε′χιεντσ εϖολϖε αχχορδινγ το:

8Wε �νδ τηατ σοmε φορm οφ στανδαρδιζατιον προδυχεσ mορε ε′χιενχψ ιν ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm. Εθυατιον
21 πρεσεντσ ονε σιmπλε στανδαρδιζατιον ωιτη τηε αδϖανταγε ιτ πινσ δοων τηε αϖεραγε ϖαλυε οφ τηε διστανχε
φυνχτιον. Ιν σοmε χασεσ ρεσεαρχηερσ mιγητ ωαντ το υσε α στανδαρδιζατιον τηατ ισ νοτ δεπενδεντ ον τηε
παρτιχυλαρ σαmπλε. Τηισ χαν βε δονε σιmπλψ βψ χηοοσινγ α νορmαλιζατιον τερm βασεδ α mινιmυm ϖαλυε οφ
ζ� = �3;α mαξιmυm ϖαλυε οφ ζ� = +3 ανδ φορ εξαmπλε α διϖισορ οφ 2Τ:
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Φ (ζτ) =
1

1 + εξπ (�αζτ)
: (23)

Φορ ζτ = ψτ�1 ωε ηαϖε τηε φαmιλιαρ ΣΤΑΡ mοδελ. Ιν γενεραλ, δεπενδινγ ον α, ωε ηαϖε α δατα
γενερατινγ προχεσσ (DΓΠ) ωηερε τηε ΑΡ(1) χοε′χιεντ σηιφτσ ειτηερ γραδυαλλψ ορ αβρυπτλψ
φροm ονε ϖαλυε το ανοτηερ. Wε σετ α = 10, �1 = 0,�2 = 0:5 ανδ �∀ = :01. Ηοωεϖερ (ασ ωιτη
αλλ ουρ ϖαριαβλεσ ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ), ωε τηεν στανδαρδιζε τηε δατα το ηαϖε mεαν ζερο ανδ
ϖαριανχε ονε.
Wε βεγιν βψ φοχυσσινγ ον τηε βενε�τσ βρουγητ βψ τηε αδδιτιον οφ τηε διστανχε φυνχτιον

ανδ, τηυσ, δο νοτ χονσιδερ ρεορδερινγ τηε δατα ατ τηισ σταγε. Τηυσ ουρ �ρστ δατα σετ ινϖολϖεσ
τηε χηοιχεσ αβοϖε πλυσ ζτ = τ φορ τ = 1; :::; 200. Φυρτηερmορε, ωε φοχυσ ον εϖολυτιον οφ τηε ΑΡ
χοε′χιεντ ανδ, τηυσ, ασσυmε ηοmοσκεδαστιχιτψ (ι.ε. ωε δο νοτ αλλοω φορ στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ
ασ γιϖεν ιν εθυατιονσ 14 ανδ 15). Τηυσ, ουρ mοδελ δεπενδσ ον τηε παραmετερσ �; �2δ; �

2
∀; Θ

ανδ � ωηερε � ισ τηε ϖεχτορ οφ ΑΡ χοε′χιεντσ. Ασ δεσχριβεδ αβοϖε, ωε σεπαρατε ουτ �0
ανδ τρεατ τηισ ασ α ρεγρεσσιον ε¤εχτ. Wε υσε α ωεακλψ ινφορmατιϖε πριορ, �0 � Ν (0; 0:72)
ωηιχη ρε�εχτσ α (ωεακ) πριορ βελιεφ ιν τηε στατιοναριτψ. Wε ασσυmε ��2∀ ισ Γ

�
1
σ2
; 2
�
ωηερε

σ2 ισ τηε ΟΛΣ εστιmατε οφ �2 ιν αν ΑΡ(1) mοδελ. Τηυσ ωε ηαϖε α προπερ, βυτ ρελατιϖελψ
δι¤υσε πριορ χεντερεδ αρουνδ τηε χοmπαραβλε ΟΛΣ θυαντιτψ. Φολλοωινγ στανδαρδ πραχτιχε
ωε ελιχιτ ουρ πριορ ιν τερmσ οφ ερρορ πρεχισιον mατριχεσ ανδ ασσυmε Θ�1 � W

�
2; 10

2

�
ωηερε

W (�;Η) δενοτεσ τηε Wισηαρτ διστριβυτιον ωιτη mεαν ελεmεντσ �Η ανδ δεγρεεσ οφ φρεεδοm
�. Τηισ ισ α θυιτε δισπερσεδ πριορ. Ιν τερmσ οφ Θ (τηε ϖαριανχε ιν τηε στατε εθυατιον) ιτ ισ
χεντερεδ αππροξιmατελψ οϖερ 0:1 ανδ, τηυσ, ωε αρε αλλοωινγ φορ εϖερψτηινγ φροm ϖερψ σmαλλ
το mοδερατελψ λαργε σηιφτσ ιν τηε ΑΡ χοε′χιεντσ ιν εαχη περιοδ (ρεmεmβερ τηατ τηε διστανχε
φυνχτιον ηασ mεαν ονε ασ δεσχριβεδ ιν εθυατιον 21). Τηε πριορσ φορ � ανδ �2δ ωερε δεσχριβεδ
ιν τηε πρεϖιουσ συβ−σεχτιον.
Υσινγ τηε mετηοδσ οφ ποστεριορ σιmυλατιον δεσχριβεδ αβοϖε, ωιτη Ξτ = ψτ�1 ανδ ινδεξ

δε�νιτιον ϖαριαβλε σιmπλψ βεινγ τηε νατυραλ ορδερινγ (ι.ε. 1; 2; ::; Τ ), ωε χαν οβταιν ποστεριορ
προπερτιεσ οφ ανψ οφ τηε mοδελ παραmετερσ (ορ φυνχτιονσ τηερεοφ). Φιγυρεσ 2 ανδ 3 γραπη
σοmε ασπεχτσ οφ παρτιχυλαρ ιντερεστ. Φιγυρε 2 πλοτσ τηε τρυε ϖαλυε οφ τηε ΑΡ χοε′χιεντ υσεδ
το γενερατε τηε δατα. Ιτ αλσο πλοτσ τηε ΟΛΣ εστιmατε οφ τηε ΑΡ(1) mοδελ (ωιτηουτ ιντερχεπτ)
υσινγ τηισ δατα. Φιναλλψ, ιτ πλοτσ τηε ποστεριορ mεαν οφ � εστιmατεδ υσινγ ουρ mοδελ. Ιτ χαν
βε σεεν τηατ, εϖεν ωιτη α ρελατιϖελψ σmαλλ νυmβερ οφ οβσερϖατιονσ ανδ σmαλλ βρεακ ιν τηε ΑΡ
χοε′χιεντ, ουρ mοδελ τραχκσ τηε τρυε ϖαλυε φαιρλψ ωελλ (εξχεπτ ατ τηε ϖερψ βεγιννινγ οφ τηε
σαmπλε). Τηε φαιρλψ αβρυπτ βρεακ ιν τηε ΑΡ χοε′χιεντ ιν τηε DΓΠ ισ mατχηεδ ρεασοναβλψ
ωελλ βψ ουρ mοδελ. Πρεσυmαβλψ τηε διστανχε φυνχτιον γετσ mυχη λαργερ νεαρ ωηερε τηε βρεακ
ισ ιν ορδερ το αχχοmmοδατε ιτ. Φιγυρε 3 χον�ρmσ τηε χοντεντιον οφ τηε πρεχεδινγ σεντενχε.
Ιτ πλοτσ τηε ποστεριορ mεαν οφ τηε διστανχε φυνχτιον. Ιτ χαν βε σεεν τηατ τηε ϖαλυε οφ τηε
διστανχε φυνχτιον βεχοmεσ λαργερ νεαρ ωηερε τηε βρεακ ισ (το αλλοω λαργερ χηανγεσ ιν τηε ΑΡ
χοε′χιεντ ιν τηισ ρεγιον).
Το ιλλυστρατε τηε βενε�τσ οφ ρεορδερινγ, Dατα Σετ 2 ισ γενερατεδ φροm (22) ανδ (23) φροm α

ΣΤΑΡ σπεχι�χατιον ωηερε τηε δατα σωιτχηεσ βετωεεν α �ρεχεσσιοναρψ� ρεγιmε ωιτη τρανσιτορψ
δψναmιχσ το αν �εξπανσιοναρψ� ρεγιmε ωιτη mορε περσιστεντ δψναmιχσ. Ιν παρτιχυλαρ, ωε σετ
ζτ = ψτ�1, α = 1000, �1 = 0,�2 = 0:75 ανδ �∀ = 0:01. Wε τηεν στανδαρδιζε τηε δατα το ηαϖε
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mεαν ζερο ανδ ϖαριανχε ονε. Wε χονσιδερ τηε σετ οφ ορδερινγσ οφ τηε δατα δεσχριβεδ ατ τηε
ενδ οφ Σεχτιον 3. Τηυσ, σινχε π = 1, ωε ορδερ τηε δατα ιν νορmαλ τιmε ορδερινγ ανδ αχχορδινγ
το ψτ�1. Αλλ οτηερ ασπεχτσ οφ τηε δατα γενερατινγ προχεσσ ανδ πριορ αρε τηε σαmε ασ υσεδ φορ
Dατα Σετ 1.
Τηε mοδελ ωε προποσε ισ παρτιχυλαρλψ υσεφυλ ιν νονπαραmετριχ χοντεξτσ: ωηερε τηε ρε−

σεαρχηερ ισ υνσυρε οφ τηε φορm οφ τηε νονλινεαρ τιmε σεριεσ mοδελ υσεδ το γενερατε τηε δατα.
Ουρ mοδελ, ωιτη Dατα Σετ 2, ισ δεσιγνεδ το ρε�εχτ τηε (χοmmον) χασε ωηερε τηε ρεσεαρχηερ
τηινκσ τηερε mιγητ βε στρυχτυραλ βρεακσ ορ ΤΑΡ−τψπε ρεγιmε−σωιτχηινγ (ορ βοτη), βυτ ισ νοτ
συρε ωηιχη. Wιτη τηισ δατα σετ, ουρ mοδελ δοεσ ωελλ ιν πιχκινγ ουτ τηε χορρεχτ φορm οφ
ρεγιmε−σωιτχηινγ. Ιν παρτιχυλαρ, ωε �νδ τηατ τηερε ισ α 94:3% προβαβιλιτψ τηατ τηε (χορρεχτ)
mοδελ ωιτη δατα ορδερεδ βψ ψτ�1 ισ τηε χορρεχτ ονε ανδ ονλψ α 5:7% προβαβιλιτψ τηατ τηε
νορmαλ τιmε ορδερινγ ισ αππροπριατε. Τηεσε ωειγητσ αρε υσεδ ωηεν ωε αϖεραγε οϖερ τηε τωο
ορδερινγσ ωηεν χαλχυλατινγ τηε φολλοωινγ ρεσυλτσ.
Φιγυρε 4 πλοτσ τηε τρυε ϖαλυε οφ τηε ΑΡ χοε′χιεντ υσεδ το γενερατε τηε δατα αλονγ ωιτη

ιτσ ποστεριορ mεαν χαλχυλατεδ υσινγ ουρ mοδελ (αϖεραγεδ οϖερ βοτη δε�νιτιονσ φορ τηε ινδεξ
ϖαριαβλε). Ανδ, αλτηουγη ιτ δοεσ ηαϖε σοmε τρουβλε πιχκινγ υπ αλλ τηε mανψ ρεγιmε−σωιτχηεσ
ιν τηε DΓΠ ανδ σοmετιmεσ ωανδερσ ιντο τηε νονστατιοναρψ ρεγιον (σοmετηινγ ωηιχη χουλδ
βε αϖοιδεδ τηρουγη υσε οφ α mορε ινφορmατιϖε πριορ), ιτ δοεσ δο mοδερατελψ ωελλ ατ mατχηινγ
mανψ οφ τηε ρεγιmε−σωιτχηεσ. Ασ α βενχηmαρκ φορ χοmπαρισον, ωε αλσο εστιmατε α στανδαρδ
ΤςΠ mοδελ. Τηισ ισ α σπεχιαλ χασε οφ ουρ mοδελ ωιτη νο ρεορδερινγ οφ τηε δατα ανδ τηε
διστανχε φυνχτιον δε�νεδ το αλωαψσ βε ονε. Wε υσε τηε σαmε πριορ φορ τηε ΤςΠ παραmετερσ
ασ φορ τηε παραmετερσ οφ ουρ mοδελ. Φιγυρε 5 ισ χοmπαραβλε το Φιγυρε 4. Χλεαρλψ ιτ χαν βε
σεεν τηατ τηε ΤςΠ mοδελ ισ νοτ πιχκινγ υπ τηε ρεγιmε−σωιτχηεσ νεαρλψ ασ ωελλ ασ ουρ mοδελ.
Wε νοτε αλσο τηατ τηε ΒΙΧ�σ φορ ουρ mοδελ (ωιτη δατα ορδερεδ αχχορδινγ το ψτ�1), ουρ mοδελ
(ωιτη δατα ιν νατυραλ τιmε ορδερινγ) ανδ τηε ΤςΠ mοδελ αρε: �48:627, �51:435 ανδ�51:404.
Οφ χουρσε, α χορρεχτ παραmετριχ mοδελ ωουλδ βεατ ουρ mοδελ. Βυτ ιν τηε χοmmον χασε ωηερε
ιτ ισ νοτ χλεαρ ωηιχη παραmετριχ mοδελ το υσε, ανδ τηε ρεσεαρχηερ ωισηεσ το υσε α �εξιβλε
αππροαχη (ε.γ. τηε ΤςΠ mοδελ), ουρ αππροαχη δοεσ σεεm το βε προmισινγ. Ασ ψετ ανοτηερ
mετριχ οφ τηε περφορmανχε οφ ουρ αππροαχη, ωε χαλχυλατεδ τηε χορρελατιον βετωεεν τηε αχτυαλ
δατα ανδ: ι) τηε �ττεδ ΟΛΣ λινε, ιι) τηε �ττεδ ϖαλυεσ προϖιδεδ βψ τηε ΤςΠ mοδελ (εϖαλυατεδ
ατ ποστεριορ mεανσ) ανδ ιιι) τηε �ττεδ ϖαλυεσ προϖιδεδ βψ ουρ mοδελ (εϖαλυατεδ ατ ποστεριορ
mεανσ), ωε οβταιν ϖαλυεσ οφ 0:666, 0:718 ανδ 0:739, συγγεστιϖε οφ mοδερατε ιmπροϖεmεντσ ιν
�τ οφ υσινγ ουρ αππροαχη.
Φιναλλψ, ωε πρεσεντ τηε ποστεριορ mεαν οφ τηε διστανχε φυνχτιον. Νοτε τηατ ωηεν ωε αρε

χονσιδερινγ τηε δατα ρεορδερεδ βψ ζτ, ωε εστιmατε τηε διστανχε φυνχτιον υσινγ τηισ ορδερινγ.
Σινχε ουρ αππροαχη ινϖολϖεσ mυλτιπλε χηοιχεσ φορ ζτ, Φιγυρε 6 τρανσφορmσ βαχκ το τηε νατυραλ
τιmε ορδερινγ. Τηισ αχχουντσ φορ τηε ιρρεγυλαρ σηαπε οφ Φιγυρε 6. Νοτε τηατ λαργε ϖαλυεσ οφ
τηε διστανχε φυνχτιον τενδ το βε ασσοχιατεδ ωιτη τιmεσ ωηερε ρεγιmε−σωιτχηεσ οχχυρ, ωηερεασ
σmαλλερ ϖαλυεσ τενδ το βε ασσοχιατεδ ωιτη τιmεσ ωηερε τηε ΑΡ χοε′χιεντ ισ υνχηανγινγ.

4.3 Εmπιριχαλ Ιλλυστρατιονσ Υσινγ Ρεαλ ΓDΠ Γροωτη

4.3.1 Υνιϖαριατε προπερτιεσ οφ ΓDΠ γροωτη
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Τηερε αρε mανψ αππλιχατιονσ ωηιχη ινϖεστιγατε νονλινεαριτιεσ ορ στρυχτυραλ βρεακσ ιν ρεαλ ΓDΠ
γροωτη. Φορ ινστανχε, Βεαυδρψ ανδ Κοοπ (1993) ανδ Ποττερ (1995) αρε εαρλψ παπερσ ωηιχη
ινϖεστιγατε νονλινεαριτιεσ ιν τηε χονδιτιοναλ mεαν, υσινγ mοδελσ ωηερε ΑΡ δψναmιχσ χηανγε
οϖερ τηε βυσινεσσ χψχλε. Μορε ρεχεντλψ, τηερε ηασ βεεν ιντερεστ ιν τηε ϖολατιλιτψ οφ ΥΣ ρεαλ
αχτιϖιτψ ανδ τηε θυεστιον οφ ωηετηερ ιτ ηασ δεχρεασεδ οϖερ τιmε. Τηισ �νδινγ ισ σοmετιmεσ
ρεφερρεδ το ασ τηε Γρεατ Μοδερατιον οφ τηε βυσινεσσ χψχλε. Φορ ινστανχε, Κιm, Νελσον ανδ
Πιγερ (2003) ινϖεστιγατε βρεακσ ιν τηε ϖολατιλιτψ οφ ϖαριουσ mεασυρεσ οφ αγγρεγατε αχτιϖιτψ.
Φορ mοστ οφ τηε mεασυρεσ τηεψ χονσιδερ, τηεψ �νδ στρονγ εϖιδενχε οφ αν αβρυπτ βρεακ ιν
τηε εαρλψ 1980σ. Στοχκ ανδ Wατσον (2002) �νδ σιmιλαρ εϖιδενχε φορ α χηανγε ιν ϖολατιλιτψ,
βυτ �νδ τηε δεχλινε το ηαϖε βεεν mορε γραδυαλ, α τηεσισ αλσο πυτ φορωαρδ βψ Βλανχηαρδ ανδ
Σιmον (2001). Τηυσ, υσινγ mεασυρεσ οφ ρεαλ ουτπυτ, α ωιδε ϖαριετψ οφ ρεγιmε−σωιτχηινγ ανδ
στρυχτυραλ βρεακ mοδελσ φορ τηε χονδιτιοναλ mεαν ανδ χονδιτιοναλ ϖαριανχε ηαϖε βεεν υσεδ.
Σοmε αλλοω φορ γραδυαλ χηανγε βετωεεν ρεγιmεσ, οτηερσ αρε mορε αβρυπτ. Ουρ mοδελ ωιλλ
νεστ αλλ τηεσε ποσσιβιλιτιεσ.
Τηε βεστ �ττινγ λινεαρ mοδελ ισ τηε ΑΡ(2) ανδ, ηενχε, ωε χονσιδερ εξτενσιονσ οφ τηισ

mοδελ ανδ λετ Ξτ χονταιν αν ιντερχεπτ πλυσ 2 λαγσ οφ ψτ. Φορ Θ;�; �2δ ωε υσε τηε σαmε
ωεακλψ ινφορmατιϖε πριορ ασ ιν τηε αρτι�χιαλ δατα σεχτιον. Το ινχορπορατε α νονινφορmατιϖε
πριορ φορ τηε ιντερχεπτ, ωε εξτενδ τηε ωεακλψ ινφορmατιϖε πριορ υσεδ πρεϖιουσλψ το �0 �

Ν

0

≅03;

2

4
1010 0 0
0 0:72 0
0 0 0:72

3

5

1

Α ωηιχη στιλλ ρε�εχτσ α (ωεακ) πριορ βελιεφ ιν τηε στατιοναριτψ.

Φορ τηε στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ χοmπονεντ ωε ασσυmε ��2� το βε Γ (10; 50).
Wιτη ουρ mοδελ ωε �νδ στρονγ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ α δεχρεασε ιν τηε ϖολατιλιτψ οφ ΓDΠ

γροωτη. Ινδεεδ τηισ εϖιδενχε ισ σο στρονγ, τηατ ιτ σωαmπσ ανψ εϖιδενχε φορ τηε ρεγιmε−
σωιτχηινγ βεηαϖιορ ιν τηε ΑΡ χοε′χιεντσ φουνδ, ε.γ., βψ Βεαυδρψ ανδ Κοοπ (1993) ανδ Ποττερ
(1995). Νοτε �ρστ τηατ τηε ρεσυλτσ δισχυσσεδ βελοω αρε αϖεραγεδ οϖερ αλλ οφ ουρ δι¤ερεντ χηοιχεσ
φορ ζτ βυτ, ιν πραχτιχε, τηε προβαβιλιτψ τηατ ζτ = 1 ισ οϖερ 99% ανδ, αχχορδινγλψ, ρεσυλτσ αρε
ϖερψ σιmιλαρ το τηοσε φουνδ ιφ ωε ηαδ σελεχτεδ α σινγλε mοδελ ανδ ωορκεδ ωιτη οβσερϖατιονσ ιν
τηε νατυραλ τιmε ορδερινγ. Φιγυρε 7 πλοτσ τηε ποστεριορ mεαν οφ τηε ερρορ ϖαριανχε ανδ ιτ χαν
βε σεεν τηατ τηερε ισ α βιγ δροπ ιν ϖολατιλιτψ αρουνδ 1983. Ουρ �νδινγσ ρελατινγ το ϖολατιλιτψ
οφ ΓDΠ γροωτη αρε νοτ συρπρισινγ γιϖεν πρεϖιουσ ρεσυλτσ σταρτινγ ωιτη ΜχΧοννελλ ανδ Περεζ
(2000) (σεε αλσο τηε σιmιλαρ �γυρε ιν Κοοπ ανδ Ποττερ, 2007). Τηερε ισ σοmε εϖιδενχε τηατ
ϖολατιλιτψ σταρτεδ το δεχλινε ιν τηε 1950σ βυτ τηισ δεχλινε ωασ ρεϖερσεδ σταρτινγ αρουνδ 1970.
Α σινγλε βρεακ mοδελ (βψ χονστρυχτιον) χουλδ νοτ σηοω τηισ κινδ οφ παττερν.
Ρεmεmβερ τηατ, ιν ουρ mοδελ, τηε βρεακσ ιν τηε ερρορ ϖαριανχεσ ανδ ΑΡ χοε′χιεντσ αρε

ασσυmεδ το οχχυρ ατ τηε σαmε τιmε. Τηισ αχχουντσ φορ τηε φαχτ τηατ ωε αρε νοτ �νδινγ
στρονγ εϖιδενχε οφ βρεακσ ορ ρεγιmε−σωιτχηινγ βεηαϖιορ ιν τηε ΑΡ χοε′χιεντσ. Τηε βρεακ ιν
ϖολατιλιτψ ισ σο στρονγ τηατ ιτ ρεχειϖεσ οϖερωηελmινγ συππορτ ρελατιϖε το οτηερ mοδελσ. Ιτ ισ
στραιγητφορωαρδ το εξτενδ ουρ mοδελ το αλλοω φορ δι¤ερεντ ορδερινγσ ανδ διστανχε φυνχτιονσ
το ηολδ φορ τηε ΑΡ χοε′χιεντσ ανδ τηε ερρορ ϖαριανχεσ ανδ ωε δο σο ιν τηε χοντεξτ οφ ουρ
νεξτ εmπιριχαλ ιλλυστρατιον.
Ουρ mοδελ χλεαρλψ ουτπερφορmσ α βενχηmαρκ ΑΡ(2) ανδ, ηενχε, ωε ωιλλ νοτ πρεσεντ ρεσυλτσ

φορ αν ΑΡ(2). Α πρεφεραβλε βενχηmαρκ, ωηιχη α ρεσεαρχηερ mιγητ υσε ωηεν αγνοστιχαλλψ
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αππροαχηινγ α δατα σετ ωηιχη ισ συσπεχτεδ το ηαϖε στρυχτυραλ χηανγε, ωουλδ βε τηε ΤςΠ
mοδελ ωιτη στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ γιϖεν ιν (8) τηρουγη (11) ορ, εθυιϖαλεντλψ, ουρ mοδελ ωιτη

 = (1; :::; Τ )0 ανδ δ(ζ�σ ; ζ

�

σ�1) = 1 φορ αλλ οβσερϖατιονσ. Γιϖεν τηε φαχτ τηατ ουρ mοδελ ψιελδσ
στρονγ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ 
 = (1; :::; Τ )0, ιτ ισ νοτ συρπρισινγ τηατ ωε �νδ ρεσυλτσ το βε
σιmιλαρ βετωεεν ουρ αππροαχη ανδ τηε ΤςΠ mοδελ. Φιγυρε 8 πλοτσ τηε ποστεριορ mεαν οφ τηε
διστανχε φυνχτιον υσινγ ουρ mοδελ. Ιτ χαν βε σεεν το βε ινϖερτεδ−Υ σηαπε, τηυσ σmοοτηινγ
οβσερϖατιονσ ατ τηε βεγιννινγ ανδ ενδ οφ τηε σαmπλε mορε τηαν οβσερϖατιονσ ατ τηε mιδδλε.
Τηισ αχχουντσ φορ τηε δι¤ερενχεσ βετωεεν ουρ mοδελ ανδ τηε ΤςΠ mοδελ τηατ χαν βε σεεν
ιφ ονε χοmπαρεσ Φιγυρεσ 7 ανδ 9 (νοτε τηε δι¤ερενχε ιν σχαλινγ οφ τηε ψ−αξισ). Ιν τηισ δατα
σετ (ανδ φορ mαχροεχονοmιχ πολιχψ), τηε παττερνσ ιν τηε ερρορ ϖαριανχε σεεm το βε τηε mοστ
χρυχιαλ. Νοτε τηατ, ρελατιϖε το α ρεσεαρχηερ υσινγ α ΤςΠ mοδελ, ωε αρε �νδινγ τηε σαmε
γενεραλ παττερν οφ ϖολατιλιτψ, βυτ λοωερ ανδ λεσσ ερρατιχ ϖολατιλιτψ ιν τηε 1950σ ανδ α σmοοτηερ
παττερν αφτερ τηε 1983 βρεακ ιν ϖολατιλιτψ. Φυρτηερmορε, ουρ mοδελ δοεσ �τ α βιτ βεττερ. Ασ
α ρουγη mετριχ ωε χαλχυλατεδ τηε χορρελατιον βετωεεν τηε εξπεχτεδ ϖαλυε οφ τηε δεπενδεντ
ϖαριαβλε ανδ τηε οβσερϖεδ δεπενδεντ ϖαριαβλε. Τηισ ισ 0:787 φορ ουρ mοδελ, βυτ 0:681 φορ τηε
ΤςΠ mοδελ (ανδ ονλψ 0:342 φορ τηε ΑΡ(2)) .

4.4 Τηε Οιλ Πριχε ανδ ΓDΠ γροωτη

Τηερε ισ α λαργε λιτερατυρε ον τηε ε¤εχτσ οφ οιλ πριχε χηανγεσ ον ΓDΠ γροωτη. Ηαmιλτον
(2003) ισ αν ιmπορταντ χοντριβυτιον το τηισ λιτερατυρε ανδ ηισ λιστ οφ ρεφερενχεσ χιτεσ mυχη
πρεϖιουσ ωορκ. Ηαmιλτον προϖιδεσ α χοmπελλινγ αργυmεντ τηατ φυνχτιοναλ φορm ισσυεσ αρε
ιmπορταντ ωηεν σεεκινγ το υνδερστανδ τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ ΓDΠ. Ιφ ψτ
ισ ΓDΠ γροωτη ανδ πτ τηε περχενταγε χηανγε ιν τηε οιλ πριχε, τηεν Ηαmιλτον βεγινσ ωιτη α
λινεαρ σπεχι�χατιον ωιτη φουρ λαγσ οφ βοτη ϖαριαβλεσ:

ψτ = �0 + �1ψτ�1 + ::+ �4ψτ�4 + �5πτ�1 + ::+ �8πτ�4 + �∀∀τ;

βεφορε πρεσεντινγ χονϖινχινγ εϖιδενχε οφ δεπαρτυρεσ υσινγ α �εξιβλε αππροαχη το νονλινεαρ
ινφερενχε δεϖελοπεδ ιν Ηαmιλτον (2001). Νοτε τηατ τηισ αππροαχη φοχυσσεσ ον νονλινεαριτιεσ
ιν τηε χονδιτιοναλ mεαν (ωιτη τηε χονδιτιοναλ ϖαριανχε βεινγ οφ λεσσ ιντερεστ). Wε χαν ϖιεω
τηισ εθυατιον ασ ονε οφ αν υνmοδελεδ λαργερ ςΑΡ σψστεm (ποσσιβλψ ωιτη ρεστριχτιονσ). Τηυσ,
ωε λαβελ τηε χονδιτιοναλ mεαν εστιmατεσ οτηερ τηαν τηε ιντερχεπτ, ςΑΡ χοε′χιεντσ.
Ιν τηισ σεχτιον, ινσπιρεδ βψ Ηαmιλτον (2003), ωε ιλλυστρατε ουρ mετηοδσ υσινγ αν υπδατεδ

δατα σετ ωηερε τηε ρεαλ ΓDΠ ανδ οιλ πριχε σεριεσ υσεδ το χονστρυχτ γροωτη ρατεσ ρυν φροm
1947Θ1 τηρουγη 2006Θ4.9 Ουρ σετ οφ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ (ι.ε. Ξτ ιν εθυατιον 8), ισ αν
ιντερχεπτ, φουρ λαγσ οφ ΓDΠ γροωτη ανδ φουρ λαγσ οφ οιλ πριχε γροωτη (ι.ε. λογ δι¤ερενχεσ οφ
τηε οριγιναλ ΓDΠ ανδ οιλ πριχε σεριεσ).
Ιν ουρ πρεϖιουσ εmπιριχαλ εξαmπλε, ωε σηοωεδ ηοω τηε Γρεατ Μοδερατιον οφ τηε βυσινεσσ

χψχλε (ι.ε. τηε ρεδυχτιον ιν τηε ϖολατιλιτψ οφ ΓDΠ γροωτη) δοmινατεσ ανψ ποσσιβλε ε¤εχτσ ιν
τηε χονδιτιοναλ mεαν. Τηε σαmε τηινγ ηαππενσ ηερε. Τηατ ισ, ιφ ωε υσε τηε σαmε σετυπ ασ
ιν τηε υνιϖαριατε ΓDΠ γροωτη εξαmπλε (εξτενδεδ το αλλοω φορ φουρ λαγσ οφ οιλ πριχε γροωτη),

9Φολλοωινγ Ηαmιλτον (2003), ωε υσε τηε νοmιναλ χρυδε οιλ προδυχερ πριχε ινδεξ.
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ωε �νδ οϖερωηελmινγ εϖιδενχε ιν φαϖορ οφ 
 = (1; :::; Τ )0. Ιν λιγητ οφ τηισ (ανδ ιν ορδερ το
ιλλυστρατε αν εmπιριχαλλψ υσεφυλ εξτενσιον), ιν τηισ σεχτιον ωε πρεσεντ ρεσυλτσ ωηερε δι¤ερεντ
ορδερινγσ ανδ διστανχε φυνχτιονσ εξιστ φορ τηε χονδιτιοναλ mεαν (ι.ε. τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ)
ανδ τηε χονδιτιοναλ ϖαριανχε (ι.ε. τηε στατε εθυατιονσ 13 ανδ 15 χαν βε βασεδ ον δι¤ερεντ
ορδερινγσ). Τηατ ισ, ωε νοω ηαϖε α 
1 (ωηιχη χοντρολσ ορδερινγ ρελατινγ το τηε χονδιτιοναλ
mεαν) ανδ 
2 (φορ τηε χονδιτιοναλ ϖαριανχε). Φορ 
1, ωε υσε τηε σαmε χηοιχεσ ασ βεφορε
(δε�νεδ ατ τηε ενδ οφ Σεχτιον 3) ανδ αδδ λαγγεδ οιλ πριχε χηανγεσ ανδ λονγ αϖεραγεσ οφ
τηεm. Φορ 
2 ωε χουλδ υσε τηε σαmε σετ οφ χηοιχεσ, βυτ σινχε τηε Γρεατ Μοδερατιον ιmπλιεσ

2 = (1; :::; Τ )

0 ισ σο πρεδοmιναντ, τηε ρεσυλτσ βελοω ϕυστ υσε τηισ χηοιχε. Φορ ουρ mοδι�εδ
στατε σπαχε mοδελ δε�νεδ ιν (12) τηρουγη (15), ωε νοω ηαϖε τωο διστανχε φυνχτιονσ σο τηατ

ϖσ � Ν
η
0;
θ
δ1
�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
Θ
ι
ανδ �σ � Ν

η
0;
θ
δ2
�
ζ�σ ; ζ

�

σ�1

�
�2�

ι
.

Φορ τηε παραmετερσ ιν χοmmον ωιτη τηε mοδελ υσεδ ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον, ωε υσε τηε
σαmε πριορ ασ σπεχι�εδ τηερε. Wιτη ρεγαρδσ το τηε νεω παραmετερσ, τηε χοε′χιεντσ ον τηε
λαγγεδ οιλ πριχε ιν�ατιον ϖαριαβλεσ ηαϖε τηε σαmε πριορ ασ τηοσε ον τηε λαγγεδ ΓDΠ γροωτη
ϖαριαβλεσ. Φορ εαχη οφ τηε τωο διστανχε φυνχτιονσ ωε υσε τηε σαmε πριορ ασ ωε υσεδ φορ τηε
σινγλε διστανχε φυνχτιον ιν τηε πρεϖιουσ εξαmπλε.
Ταβλε 2 πρεσεντσ σοmε εmπιριχαλ ρεσυλτσ φορ εαχη οφ ουρ ινδεξ ϖαριαβλεσ χοντρολλινγ τηε

ορδερινγ φορ τηε χονδιτιοναλ mεαν (ι.ε. δι¤ερεντ χηοιχεσ φορ 
1). Ιν χοντραστ το ουρ υνιϖαριατε
ρεσυλτσ, τηερε ισ νοω α χερταιν δεγρεε οφ υνχερταιντψ οϖερ δατα ορδερινγσ (ωηερε ωε υσε τηε
mαργιναλ λικελιηοοδ φορ εαχη ορδερινγ το οβταιν α προβαβιλιτψ φορ τηε ορδερινγ). Ρουγηλψ 5%
οφ τηε προβαβιλιτψ ισ ασσοχιατεδ ωιτη τηε χηοιχε ωηιχη ιmπλιεσ τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ εϖολϖε
αχχορδινγ το α χονϖεντιοναλ ΤςΠ mοδελ. Ηοωεϖερ, mοστ οφ τηε προβαβιλιτψ ισ ατταχηεδ το
mοδελσ ωηιχη ορδερ οβσερϖατιονσ αχχορδινγ το παστ οιλ πριχε ιν�ατιον. Τηε mοστ προβαβλε

ορδερινγ ισ βασεδ ον τηε ινδεξ ϖαριαβλε ζτ =
Π
4

ϕ=1 ψτ�ϕ

4
. Τηυσ, ωε αρε �νδινγ mοστ συππορτ

φορ α mοδελ ωηιχη ισ σιmιλαρ το α ΣΤΑΡ mοδελ ωηερε τηε δι¤ερεντ ρεγιmεσ αρε τριγγερεδ βψ
τηε αϖεραγε ινχρεασε ιν οιλ πριχεσ οϖερ τηε παστ ψεαρ. Φορ τηε νον−Βαψεσιαν, Ταβλε 2 αλσο
πρεσεντσ τηε λογ−λικελιηοοδσ εϖαλυατεδ ατ τηε mαξιmυm λικελιηοοδ εστιmατε (ΜΛΕ) οβταινεδ
υσινγ εαχη ινδεξ ϖαριαβλε. Τηεσε σηοω α σιmιλαρ παττερν το τηε Βαψεσιαν προβαβιλιτιεσ. Ιφ ωε
ωερε το τρεατ εαχη χηοιχε φορ 
2 ασ δε�νινγ α mοδελ, τηεν ανψ χονϖεντιοναλ νον−Βαψεσιαν
ηψποτηεσισ τεστινγ/mοδελ σελεχτιον προχεδυρε ωουλδ χηοοσε τηε mοδελ βασεδ ον τηε ινδεξ

ϖαριαβλε ζτ =
Π
4

ϕ=1 ψτ�ϕ

4
.

Το προϖιδε α βροαδερ χοmπαρισον ωιτη χονϖεντιοναλ mοδελσ, νοτε τηατ τηε λογ−λικελιηοοδσ
(εϖαλυατεδ ατ τηε ΜΛΕ) φορ τηε ΑΡ(2) ανδ ΤςΠ (ωιτη στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ) mοδελσ αρε
�97:25 ανδ �50:80, ρεσπεχτιϖελψ. Χλεαρλψ, ουρ mοδελ ισ περφορmινγ mασσιϖελψ βεττερ τηαν
τηε ΑΡ(2). Φυρτηερmορε, σινχε τηε ηιγηεστ λογ−λικελιηοοδ ιν Ταβλε 2 ισ �43:73, ωε αρε αλσο
οβταινινγ συβσταντιαλ ιmπροϖεmεντσ ρελατιϖε το α στανδαρδ ΤςΠ (ωιτη στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ)
mοδελ . Ασ α φυρτηερ ιλλυστρατιον οφ τηισ, ιφ ωε ηαδ ινχλυδεδ τηε ΤςΠ mοδελ ιν ουρ σετ οφ
mοδελσ γιϖεν ιν Ταβλε 2, ιτσ mαργιναλ λικελιηοοδ (υσινγ τηε σαmε πριορ ασ φορ ουρ mοδελ φορ
τηε παραmετερσ τηεψ σηαρε ιν χοmmον) ιmπλιεσ τηατ ιτ ωουλδ ηαϖε ρεχειϖεδ ονλψ 2:3% οφ τηε
προβαβιλιτψ.
Wε ρεmινδ τηε ρεαδερ τηατ, ωιτη ρεγαρδσ το τηε mεασυρεmεντ εθυατιον ερρορ ϖαριανχε, ωε

αρε ασσυmινγ α στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ σπεχι�χατιον ανδ σιmπλψ σεττινγ 
2 = (1; :::; Τ )
0 (αλτηουγη
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τηε αδδιτιον οφ ουρ διστανχε φυνχτιον mεανσ ωε αρε νοτ εξαχτλψ ιν α χονϖεντιοναλ στοχηαστιχ
ϖολατιλιτψ φραmεωορκ). Ασ ιν ουρ υνιϖαριατε ΓDΠ γροωτη εξαmπλε, ωε �νδ στρονγ εϖιδενχε
ιν φαϖορ οφ τηισ χηοιχε. Ηοωεϖερ, σινχε ρεσυλτσ ιν τηισ ρεγαρδ αρε ϖερψ σιmιλαρ το τηοσε ιν
τηε υνιϖαριατε εξαmπλε (ε.γ. α πλοτ οφ τηε ποστεριορ mεαν οφ στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ λοοκσ ϖερψ
σιmιλαρ το Φιγυρε 7), ωε ωιλλ νοτ δισχυσσ τηεm φυρτηερ.
Ταβλε 2 αλσο ρεπορτσ τηε ποστεριορ mεανσ ανδ στανδαρδ δεϖιατιονσ οφ τηε παραmετερσ

χηαραχτεριζινγ τηε διστανχε φυνχτιονσ. Τηε mοστ ιmπορταντ παττερν ιν τηεσε ισ τηε φαχτ τηατ
τηε ποστεριορ mεανσ φορ τηε ϖαριανχεσ ιν τηε τωο διστανχε φυνχτιονσ (ι.ε. τηε �2δσ) βοτη αρε
θυιτε λαργε. Ρεmεmβερ τηατ σmαλλ ϖαλυεσ οφ τηισ παραmετερ ωιλλ ιmπλψ αβρυπτ ρεγιmε σωιτχηεσ
(ε.γ. χηαραχτεριστιχ οφ ΤΑΡ ορ στανδαρδ στρυχτυραλ βρεακ mοδελσ) ωηερεασ λαργε ϖαλυεσ οφ τηισ
παραmετερ ιmπλψ γραδυαλ εϖολυτιον βετωεεν ρεγιmεσ (χηαραχτεριστιχ οφ ΣΤΑΡ ορ ΤςΠmοδελσ).
Wε αρε �νδινγ συππορτ φορ τηε λαττερ χασε.
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Ταβλε 2: Προβαβιλιτψ οφ Εαχη Ορδερινγ ανδ Ποστεριορ Προπερτιεσ οφ Κεψ Παραmετερσ
(νυmβερσ ιν παρεντηεσεσ αρε ποστεριορ στανδαρδ δεϖιατιονσ)
Ινδεξ φορ
Χονδ. Μεαν

Dιστ. Φυνχτιον
Χονδ. Μεαν

Dιστ. Φυνχτιον
Χονδ. ςαριανχε

Προβ. Λογ Λικε Ε (�) Ε (�2δ) Ε (�) Ε (�2δ)

τ 0:052 �47:69
�0:417
(0:503)

5:874
(7:222)

�0:299
(0:624)

4:637
(4:795)

ψτ�1 0:000 �54:67
�0:278
(0:510)

10:721
(24:048)

�0:471
(0:601)

3:858
(4:447)

ψτ�2 0:000 �54:25
�0:160
(0:598)

3:162
(2:478)

�0:366
(0:427)

3:984
(3:411)

ψτ�3 0:000 �53:27
0:102
(0:433)

1:804
(0:880)

�0:313
(0:542)

5:987
(5:319)

ψτ�4 0:000 �51:14
0:161
(0:555)

1:902
(0:901)

�0:448
(0:484)

4:287
(4:710)

Π
2

ϕ=1 ψτ�ϕ

2
0:000 �54:46

0:031
(0:573)

3:557
(2:408)

�0:319
(0:446)

3:415
(3:985)

Π
3

ϕ=1 ψτ�ϕ

3
0:021 �49:46

0:180
(0:424)

1:227
(0:487)

0:277
(0:586)

5:458
(4:266)

Π
4

ϕ=1 ψτ�ϕ

4
0:005 �48:13

0:074
(0:493)

5:193
(5:304)

�0:424
(0:828)

3:487
(1:798)

πτ�1 0:000 �54:20
0:624
(0:383)

0:866
(0:177)

�0:111
(0:765)

2:610
(2:677)

πτ�2 0:000 �53:40
0:644
(0:345)

1:392
(0:692)

�0:759
(0:658)

6:058
(8:863)

πτ�3 0:001 �49:43
0:656
(0:663)

13:479
(13:971)

�0:217
(0:410)

2:761
(2:328)

πτ�4 0:000 �55:59
0:676
(0:359)

1:323
(0:490)

�0:247
(0:477)

3:678
(5:680)

Π
2

ϕ=1 πτ�ϕ

2
0:000 �54:40

0:493
(0:427)

2:520
(0:879)

�0:304
(0:518)

7:410
(9:347)

Π
3

ϕ=1 πτ�ϕ

3
0:097 �45:26

0:857
(0:409)

2:406
(1:312)

�0:081
(0:571)

4:470
(4:720)

Π
4

ϕ=1 πτ�ϕ

4
0:821 �43:73

0:914
(0:561)

2:177
(0:857)

�0:282
(0:638)

4:268
(4:667)

Τηυσ, φαρ ωε ηαϖε σαιδ λιττλε οφ τηε εχονοmιχ ιmπλιχατιονσ οφ ουρ �νδινγσ. Φιγυρε 10
ιλλυστρατεσ ηοω τηισ χαν βε δονε. Ιν τηε οριγιναλ λινεαρ mοδελ, α ρουγη mεασυρε οφ τηε ε¤εχτ
οφ χηανγεσ ιν τηε οιλ πριχε ον ΓDΠ γροωτη ισ τηε συm οφ τηε χοε′χιεντσ ον τηε λαγσ οφ τηε οιλ
ιν�ατιον ϖαριαβλεσ (ι.ε. �5 + :: + �8). Ιν ουρ πρεφερρεδ σπεχι�χατιον (ι.ε. τηε ονε ωηερε τηε
ινδεξ ϖαριαβλε ισ τηε αϖεραγε χηανγε ιν οιλ πριχεσ οϖερ τηε λαστ ψεαρ), τηισ mεασυρε ωιλλ δεπενδ
ον τηε ινδεξ ϖαριαβλε. Φιγυρε 10 πλοτσ τηε ποστεριορ mεαν οφ τηισ mεασυρε αγαινστ τηε ινδεξ
ϖαριαβλε. Ρεmεmβερ τηατ τηε ινδεξ ϖαριαβλε ηασ βεεν νορmαλιζεδ σο τηατ α ϖαλυε οφ 0 ιmπλιεσ
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τηε mεαν ϖαλυε οφ οιλ πριχε χηανγεσ οϖερ τηε παστ ψεαρ, 1 ιmπλιεσ οιλ πριχε χηανγεσ οϖερ τηε
παστ ψεαρ ονε στανδαρδ δεϖιατιον αβοϖε τηε mεαν, ετχ.10 Α γενεραλ παττερν ιν τηισ �γυρε ισ
τηατ δροπσ ιν τηε οιλ πριχε ηαϖε α σmαλλερ mαργιναλ ε¤εχτ ον ουτπυτ τηαν ρισεσ (ασ ηασ βεεν
φουνδ βψ Ηαmιλτον). Βυτ τηε παττερν ισ θυιτε ερρατιχ (ανδ α λαργε εξχεπτιον το ιτ οχχυρσ
αρουνδ 1:0). Αλτηουγη ιτ ισ τρυε τηατ ϖερψ λαργε ποσιτιϖε οιλ πριχε σηοχκσ (ε.γ. ωηερε τηε
ινδεξ ισ αβουτ 2) ηαϖε τηε λαργεστ νεγατιϖε ε¤εχτσ ον ΓDΠ γροωτη, τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν
τηε ινδεξ ϖαριαβλε ανδ τηισ mεασυρε οφ τηε ε¤εχτ οφ αν οιλ σηοχκ ισ ηιγηλψ νον−mονοτονιχ.
Ηαmιλτον (2003), υσινγ α σηορτερ δατα σετ, ηασ σηοων τηατ χερταιν νονλινεαρ τρανσφορ−

mατιονσ οφ οιλ πριχεσ ηαϖε πρεδιχτιϖε ποωερ φορ ΥΣ ΓDΠ γροωτη. Μοδελσ εστιmατεδ ον τηε
εαρλιερ δατα πρεδιχτ λαργερ ε¤εχτσ φροm τηε ρεχεντ πριχε ινχρεασεσ τηαν ωηατ ηασ ρεχεντλψ βεεν
οβσερϖεδ. Ιν τερmσ οφ τηε ινδεξ ϖαριαβλε υσεδ το προδυχε Φιγυρε 10, 6 οφ τηε εξτρα 21 οβσερ−
ϖατιονσ ωε ηαϖε αδδεδ ρελατιϖε το Ηαmιλτον αρε βετωεεν 0:8 ανδ 1:2 (ι.ε. ιν τηε ρεγιον ωηερε
τηε mαργιναλ ε¤εχτ οφ οιλ πριχεσ ον ΓDΠ γροωτη ισ νεαρ ζερο). Σινχε τηεσε χηανγεσ ηαδ λιττλε
ε¤εχτ ον ΓDΠ γροωτη, τηισ προβαβλψ εξπλαινσ ωηψ mοδελσ εστιmατεδ ον τηε σηορτερ δατα σετσ
ιmπλψ σοmεωηατ λαργερ ε¤εχτσ οφ mοδερατε οιλ πριχε ρισεσ ον ΓDΠ γροωτη.
Το ιλλυστρατε τηισ ποιντ mορε χλεαρλψ, Φιγυρε 11 ισ τηε σαmε ασ Φιγυρε 10, βυτ ισ προδυχεδ

υσινγ δατα τηρουγη τηε ενδ οφ 1997. Wε χηοοσε τηισ δατε σινχε ιτ ρουγηλψ χορρεσπονδσ ωιτη
τηε τρουγη ιν οιλ πριχεσ. Σινχε τηεν (ωιτη σοmε εξχεπτιονσ) τηε οιλ πριχε ηασ βεεν ρισινγ.
Νοτε τηατ Φιγυρε 11 ισ mορε χονσιστεντ ωιτη Ηαmιλτον�σ στορψ τηατ ποσιτιϖε οιλ σηοχκσ ηαϖε
λαργερ mαργιναλ ε¤εχτσ ον ουτπυτ τηαν δο νεγατιϖε οιλ σηοχκσ.

5 Χονχλυσιον

Φορ ρεσεαρχηερσ ωορκινγ ωιτη mαχροεχονοmιχ ανδ �νανχιαλ δατα, τηερε ισ γρεατ ιντερεστ ιν
ινϖεστιγατινγ ωηετηερ στρυχτυραλ βρεακσ ανδ/ορ ρεγιmε−σωιτχηινγ βεηαϖιορ οχχυρσ (ιν τηε
χονδιτιοναλ mεαν ανδ/ορ τηε χονδιτιοναλ ϖαριανχε). Ιν τηισ παπερ, ωε ηαϖε δεϖελοπεδ αν
εξτρεmελψ �εξιβλε παραmετριχ mοδελ ωηιχη χαν αχχοmmοδατε εαχη οφ τηεσε χηοιχεσ. Wε φεελ
ουρ mοδελ ισ αν αττραχτιϖε ονε δυε το ιτσ σιmπλιχιτψ. Τηατ ισ, ιτ αδδσ τωο σιmπλε χονχεπτσ το α
στανδαρδ στατε σπαχε φραmεωορκ. Τηεσε ιδεασ αρε ορδερινγ ανδ διστανχε. Βψ ορδερινγ τηε δατα
ιν ϖαριουσ ωαψσ, ωε χαν αχχοmmοδατε α ωιδε ϖαριετψ οφ νονλινεαρ τιmε σεριεσ mοδελσ, ινχλυδινγ
ρεγιmε−σωιτχηινγ ανδ στρυχτυραλ βρεακσ. Βψ αλλοωινγ τηε στατε εθυατιον ϖαριανχεσ το δεπενδ
ον τηε διστανχε βετωεεν οβσερϖατιονσ, ωε χαν αχχοmmοδατε α mυχη ωιδερ ϖαριετψ οφ ωαψσ τηατ
ουρ παραmετερσ χαν ινϖολϖε, ινχλυδινγ εϖερψτηινγ φροm αβρυπτ χηανγε mοδελσ (ε.γ. τηρεσηολδ
αυτορεγρεσσιϖε mοδελσ ορ στρυχτυραλ βρεακ mοδελσ συχη ασ τηατ οφ Βαι ανδ Περρον, 1998) το
τηοσε ωηιχη αλλοω γραδυαλ εϖολυτιον οφ παραmετερσ (ε.γ. σmοοτη τρανσιτιον αυτορεγρεσσιϖε
mοδελσ ορ ΤςΠ mοδελσ συχη ασ τηατ οφ Πριmιχερι, 2005). Ιν σηορτ, ουρ mοδελ ωιλλ νεστ
ϖιρτυαλλψ εϖερψ ποπυλαρ mοδελ ιν τηε ρεγιmε−σωιτχηινγ ανδ στρυχτυραλ βρεακ λιτερατυρεσ.
Μορεοϖερ, βεχαυσε ωε ρεταιν τηε στατε σπαχε φραmεωορκ, Βαψεσιαν εχονοmετριχ mετηοδσ

ανδ, εσπεχιαλλψ, ποστεριορ σιmυλατιον, αρε ρελατιϖελψ στραιγητφορωαρδ, δραωινγ ον τηε εξιστινγ

10Νοτε τηατ τηερε αρε ϖερψ φεω οβσερϖατιονσ οφ τηε ινδεξ ατ ϖαλυεσ γρεατερ τηαν 2 ιν αβσολυτε ϖαλυε ανδ τηε
διστανχε βετωεεν τηεm ισ σοmετιmεσ λαργε. Τηισ αχχουντσ φορ τηε �ατ ρεγιονσ νεαρ τηε βουνδαριεσ οφ Φιγυρε
10.
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λιτερατυρε. Ουρ ωορκ ωιτη αρτι�χιαλ ανδ ρεαλ δατα σηοω τηε αδϖανταγεσ οφ ουρ αππροαχη.
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