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Αβστραχτ

Ιν mανψ αππλιχατιονσ ινϖολϖινγ τιmε−ϖαρψινγ παραmετερ ςΑΡσ, ιτ
ισ δεσιραβλε το ρεστριχτ τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ ατ εαχη ποιντ ιν τιmε το βε
νον−εξπλοσιϖε. Τηισ ισ αν εξαmπλε οφ α προβλεm ωηερε ινεθυαλιτψ ρε−
στριχτιονσ αρε ιmποσεδ ον στατεσ ιν α στατε σπαχε mοδελ. Ιν τηισ παπερ,
ωε δεσχριβε ηοω εξιστινγ ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ φορ ιmποσινγ συχη ινεθυαλ−
ιτψ ρεστριχτιονσ χαν ωορκ ποορλψ (ορ νοτ ατ αλλ) ανδ συγγεστ αλτερνατιϖε
αλγοριτηmσ ωηιχη εξηιβιτ βεττερ περφορmανχε. Φυρτηερmορε, πρεϖιουσ
αλγοριτηmσ ινϖολϖε αν αππροξιmατιον ρελατινγ το α κεψ ιντεγρατινγ χον−
σταντ. Ουρ αλγοριτηmσ αρε εξαχτ, νοτ ινϖολϖινγ τηισ αππροξιmατιον. Ιν
αν αππλιχατιον ινϖολϖινγ α χοmmονλψ−υσεδ Υ.Σ. δατα σετ, ωε σηοω ηοω

�Τηε ϖιεωσ εξπρεσσεδ ιν τηισ παπερ αρε τηοσε οφ τηε αυτηορσ ανδ δο νοτ νεχεσσαριλψ
ρε�εχτ τηε ϖιεωσ οφ τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε Βανκ οφ Νεω Ψορκ ορ τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε Σψστεm.

ψΓαρψ Κοοπ ισ α Φελλοω οφ τηε Ριmινι Χεντερ φορ Εχονοmιχ Αναλψσισ ανδ α ςισιτινγ
Προφεσσορ ατ τηε Υνιϖερσιτψ οφ Εδινβυργη.
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τηισ αππροξιmατιον χαν βε α ποορ ονε ανδ πρεσεντ εϖιδενχε τηατ τηε
αλγοριτηmσ προποσεδ ιν τηισ παπερ ωορκ ωελλ.
Κεψωορδσ: Βαψεσιαν, στατε σπαχε mοδελ, Μαρκοϖ Χηαιν Μοντε

Χαρλο, Μετροπολισ−Ηαστινγσ

1 Ιντροδυχτιον

Τιmε ϖαρψινγ παραmετερ (ΤςΠ) mοδελσ ηαϖε α λονγ ηιστορψ ιν εχονοmιχσ
(ε.γ. Χοολεψ ανδ Πρεσχοττ, 1973, 1976). Ρεχεντλψ, τηεψ ηαϖε βεεν ιν�υεντιαλ
ιν εmπιριχαλ mαχροεχονοmιχσ ιν παπερσ συχη ασ (αmονγ mανψ οτηερσ) Χογλεψ
ανδ Σαργεντ (2001, 2005), Κιm ανδ Νελσον (1999), Πριmιχερι (2005) ανδ Στοχκ
ανδ Wατσον (2007). Συχη παπερσ υσε (σοmετιmεσ ρεστριχτεδ ϖαριαντσ) οφ στατε
σπαχε mοδελσ ινϖολϖινγ α mεασυρεmεντ εθυατιον:

ψτ = Ζτ�τ + ∀τ (1)

ανδ α στατε εθυατιον

�τ = �τ�1 + �τ; (2)

ωηερε ψτ ισ αν π � 1 ϖεχτορ οφ οβσερϖατιονσ ον τηε δεπενδεντ ϖαριαβλεσ, �τ
αν m � 1 ϖεχτορ οφ υνοβσερϖεδ στατεσ, ∀τ αρε ινδεπενδεντ Ν (0; Ητ) ρανδοm
ϖεχτορσ ανδ �τ αρε ινδεπενδεντ Ν (0; Θ) ρανδοm ϖεχτορσ φορ τ = 1; ::; Τ .

1 Τηε
ερρορσ ιν τηε τωο εθυατιονσ, ∀τ ανδ �σ, αρε ινδεπενδεντ οφ ονε ανοτηερ φορ αλλ
τ ανδ σ.2 Ζτ ισ τηε αππροπριατε π�m mατριξ οφ δατα ον εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ.
Φορ ινστανχε, Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2001, 2005) ανδ Πριmιχερι (2005) υσε ΤςΠ−
ςΑΡσ ανδ, ηενχε, εαχη ροω οφ Ζτ χονταινσ λαγσ οφ αλλ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ ανδ
αν ιντερχεπτ ανδ οτηερ δετερmινιστιχ τερmσ ανδ �τ αρε τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ.
Στοχκ ανδ Wατσον (2007) υσε α mοδελ ωηερε ψτ ισ ιν�ατιον, Ζτ = 1 ανδ �τ ισ
ιντερπρετεδ ασ υνδερλψινγ ιν�ατιον.
Εχονοmετριχ ινφερενχε ιν τηε mοδελ δε�νεδ βψ (1) ανδ (2) χαν βε χαρριεδ

ουτ υσινγ στανδαρδ στατε σπαχε mετηοδσ ινϖολϖινγ τηε Καλmαν �λτερ. Φορ
ινστανχε, Χαρτερ ανδ Κοην (1994), Dεϑονγ ανδ Σηεπηαρδ (1995) ανδ Dυρβιν
ανδ Κοοπmαν (2002) προϖιδε αλγοριτηmσ φορ δραωινγ �Τ = (�01; ::; �

0
Τ )
0
ωηιχη

αρε χοmmονλψ υσεδ ιν Βαψεσιαν εmπιριχαλ ωορκ ασ παρτ οφ α Μαρκοϖ Χηαιν

1Στοχκ ανδ Wατσον (2007) αλλοω φορ Θ το ϖαρψ οϖερ τιmε ασ ωελλ. Το αλλοω φορ τηισ χουλδ
βε δονε υσινγ εξτενσιονσ οφ τηε mετηοδσ δεϖελοπεδ ιν τηισ παπερ.

2Τηισ ισ τηε στανδαρδ ασσυmπτιον, βυτ ιτ χαν εασιλψ βε ρελαξεδ ιφ δεσιρεδ.

2



Μοντε Χαρλο (ΜΧΜΧ) αλγοριτηm. Ηοωεϖερ, τηεσε mετηοδσ ονλψ ωορκ ωηεν
�Τ ισ υνρεστριχτεδ (ι.ε. ιτ ισ νοτ συβϕεχτ το ανψ ινεθυαλιτψ ρεστριχτιονσ). Ιν
mανψ mαχροεχονοmιχ αππλιχατιονσ, ωε ωιση το ιmποσε ινεθυαλιτψ ρεστριχτιονσ
ον τηε στατεσ. Φορ ινστανχε, τηε mοδελ οφ Στοχκ ανδ Wατσον (2007) υσεσ αν
υνρεστριχτεδ στατε σπαχε mοδελ ωηιχη ιmπλιεσ τηατ υνδερλψινγ ιν�ατιον φολλοωσ
α ρανδοm ωαλκ ανδ, τηυσ, χαν γροω ιν αν υνβουνδεδ φασηιον. Ιφ χεντραλ βανκσ
ηαϖε ιmπλιχιτ ορ εξπλιχιτ ιν�ατιον ταργετσ, τηισ mαψ βε υνρεασοναβλε ανδ τηε
ρεσεαρχηερ mαψ ωιση το λιmιτ υνδερλψινγ ιν�ατιον το λιε ωιτηιν βουνδσ (σεε
Κοοπ ανδ Ποττερ, 2008). Ασ ανοτηερ εξαmπλε, ιν ΤςΠ−ςΑΡ mοδελσ ιτ χαν βε
δεσιραβλε το ιmποσε σταβιλιτψ ον τηε ΤςΠ−ςΑΡ ατ εαχη ποιντ ιν τιmε. Τηισ
λεαδσ παπερσ συχη ασ Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2001, 2005) το ρεστριχτ �τ το βε νον−
εξπλοσιϖε. Τηισ ινϖολϖεσ τηε ινεθυαλιτψ ρεστριχτιον τηατ τηε ροοτσ οφ τηε ςΑΡ
πολψνοmιαλ δε�νεδ βψ �τ λιε ουτσιδε τηε υνιτ χιρχλε.

3 Ινδεεδ, ιν τηε αβσενχε οφ
συχη ινεθυαλιτψ ρεστριχτιονσ (ορ α ϖερψ τιγητ πριορ), Βαψεσιαν ΤςΠ−ςΑΡσ ωιλλ
πλαχε α λαργε αmουντ οφ α πριορι ωειγητ ον νονσενσιχαλ πατησ φορ τηε στατεσ.
Τηισ χαν χαυσε συβσταντιϖε προβλεmσ φορ εmπιριχαλ ωορκ. Φορ ινστανχε, εϖεν
α σmαλλ αmουντ οφ ποστεριορ ωειγητ ιν εξπλοσιϖε ρεγιονσ φορ �τ χαν λεαδ το
ιmπυλσε ρεσπονσεσ ορ φορεχαστσ ωηιχη ηαϖε χουντερ−ιντυιτιϖελψ ηυγε ποστεριορ
mεανσ ορ στανδαρδ δεϖιατιονσ.
Συχη χονσιδερατιονσ mοτιϖατε ωηψ ιmποσινγ ινεθυαλιτψ ρεστριχτιονσ ον τηε

στατεσ ιν στατε σπαχε mοδελσ χαν βε ϖερψ ιmπορταντ. Ηοωεϖερ, ωιτη τηε ονε
εξχεπτιον ωηιχη ωε ωιλλ δισχυσσ βελοω (ι.ε. τηε αλγοριτηm δεσχριβεδ ιν Χογ−
λεψ ανδ Σαργεντ, 2005), το ουρ κνοωλεδγε τηερε δο νοτ εξιστ ανψ ΜΧΜΧ
αλγοριτηmσ φορ δραωινγ φροm στατε σπαχε mοδελσ συβϕεχτ το ινεθυαλιτψ ρε−
στριχτιονσ4.Τηε πυρποσε οφ τηισ παπερ ισ το �λλ τηισ γαπ. Wε δεϖελοπ σεϖεραλ
ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ ανδ ινϖεστιγατε τηειρ περφορmανχε ιν τηε ΤςΠ−ςΑΡ υσεδ
ιν Πριmιχερι (2005).
Το ινφορmαλλψ mοτιϖατε ουρ αλγοριτηmσ, νοτε τηατ τηεψ ιmπροϖε ον τωο

ποσσιβλε στρατεγιεσ. Φιρστ, τηε ναιϖε ρεσεαρχηερ mαψ τηινκ τηατ α στανδαρδ
αλγοριτηm συχη ασ τηατ οφ Dυρβιν ανδ Κοοπmαν (2002) χαν βε υσεδ, ωιτη
τηε αδδεδ ρεστριχτιον τηατ, ιφ α δραων �τ ϖιολατεσ τηε ινεθυαλιτψ ρεστριχτιον,
τηεν ιτ χαν βε ιmmεδιατελψ δισχαρδεδ ανδ νεω �τσ χαν βε δραων υντιλ ονε

3Νοτε, τηουγη, τηατ Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2001, 2005) δο νοτ ρεστριχτ τηε ιντερχεπτσ.
Τηυσ, τηε ιντερχεπτσ ηαϖε α ρανδοm ωαλκ στρυχτυρε ανδ τηε ελεmεντσ οφ ψτ ηαϖε υνιτ ροοτσ.
Το ρυλε ουτ υνιτ ροοτ βεηαϖιορ, ονε χαν φυρτηερ ρεστριχτ τηε ιντερχεπτσ το βουνδεδ ιντερϖαλσ.

4Σεε Κοοπ, Λεον−Γονζαλεζ ανδ Στραχηαν (2008) φορ α Βαψεσιαν αναλαψσισ οφ στατε σπαχε
mοδελσ ωηερε τηε στατεσ αρε συβϕεχτ το εθυαλιτψ ρεστριχτιονσ ατ σοmε τιmε περιοδσ βυτ νοτ
οτηερσ.
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σατισ�εσ τηε ρεστριχτιον. Συχη α στρατεγψ ισ σιmπλψ ωρονγ: ιτ δοεσ νοτ λεαδ το α
ϖαλιδ ποστεριορ σιmυλατορ. Α σεχονδ στρατεγψ, αδοπτεδ βψ Χογλεψ ανδ Σαργεντ
(2005), ισ το υσε αν αλγοριτηm συχη ασ Χαρτερ ανδ Κοην (1994) ορ Dυρβιν ανδ
Κοοπmαν (2002) το δραω αν εντιρε ϖεχτορ οφ στατεσ, �Τ = (�01; ::; �

0
Τ )
0
, ανδ τηεν

δισχαρδ τηισ εντιρε ϖεχτορ οφ στατεσ ιφ ανψ οφ τηε �τσ ϖιολατε τηε χονστραιντσ.
Ιν τηισ παπερ, ωε ελαβορατε ωηψ τηειρ στρατεγψ αλσο ρυνσ ιντο προβλεmσ. Ονε
οφ τηεσε προβλεmσ ισ τηατ ιτ ισ ϖερψ εασψ το ρυν ιντο χασεσ ωηερε ϖιρτυαλλψ αλλ
οφ τηε δραωσ αρε δισχαρδεδ ανδ χοmπυτατιον ισ νοτ φεασιβλε ιν α ρεασοναβλε
αmουντ οφ τιmε. Φορ ινστανχε, ιν αν υνρεστριχτεδ ΤςΠ−ςΑΡ, εϖεν ιν τηε ϖερψ
ωελλ−βεηαϖεδ χασε ωηερε αλλ οφ τηε �τσ ηαϖε ποστεριορ mεδιανσ ωηιχη αρε νον−
εξπλοσιϖε, ιτ ισ χοmmον φορ ποστεριορ στανδαρδ δεϖιατιονσ το βε φαιρλψ λαργε
(ανδ, τηυσ, σοmε ποστεριορ προβαβιλιτψ ισ ατταχηεδ το εξπλοσιϖε ρεγιονσ οφ τηε
παραmετερ σπαχε). Ιφ εαχη οφ Τ στατεσ ηασ α σmαλλ χηανχε οφ ϖιολατινγ τηε
ρεστριχτιονσ, ιτ ισ νοτ ηαρδ το γετ τηε προβαβιλιτψ τηατ ατ λεαστ ονε οφ τηεm
ωιλλ ϖιολατε τηε ρεστριχτιονσ βεινγ ϖερψ νεαρλψ ονε ιν εϖερψ δραω. Ιν συχη
χασεσ, τηε αλγοριτηm οφ Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2005) ωιλλ δισχαρδ νεαρλψ εϖερψ
δραω. Ιτ ισ νοτ ηαρδ το �νδ εmπιριχαλ προβλεmσ ωηερε συχη αν αλγοριτηm χαν
τακε βιλλιονσ ανδ βιλλιονσ οφ δραωσ ωιτηουτ αχχεπτινγ εϖεν α σινγλε ονε.
Ιν τηισ παπερ, ωε δεϖελοπ ιmπροϖεmεντσ ον τηεσε τωο σορτσ οφ στρατεγιεσ.

Wε βεγιν ωιτη τηε δεϖελοπmεντ οφ α mυλτι−mοϖε αλγοριτηm σιmιλαρ το τηατ οφ
Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2005), βυτ νοτ ινϖολϖινγ α χερταιν αππροξιmατιον ωηιχη
τηεψ υσε. Wε ρεχοmmενδ τηισ αλγοριτηm φορ χασεσ ωηερε τηε υνρεστριχτεδ
ποστεριορ ινδιχατεσ ηιγη προβαβιλιτψ ιν φαϖορ οφ τηε ρεστριχτιονσ ηολδινγ φορ αλλ
οφ τηε στατεσ. Wε αλσο δεϖελοπ α σινγλε−mοϖε αλγοριτηm ωηιχη δραωσ τηε στατεσ
ονε ατ α τιmε. Τηισ αλγοριτηm ισ ρεχοmmενδεδ φορ χασεσ ωηερε τηε mυλτι−mοϖε
αλγοριτηm δισχαρδσ ϖιρτυαλλψ εϖερψ χανδιδατε δραω. Ηοωεϖερ, βεχαυσε ιτ ισ α
σινγλε−mοϖε αλγοριτηm ιτ χαν mιξ mορε σλοωλψ.
Τηε ρεmαινδερ οφ τηε παπερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ. Ιν τηε νεξτ σεχτιον,

ωε δεριϖε ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ. Ιν τηε τηιρδ σεχτιον, ωε πρεσεντ εmπιριχαλ
εϖιδενχε ρελατινγ το τηειρ περφορmανχε. Τηε φουρτη σεχτιον χονχλυδεσ.

2 ΜΧΜΧΑλγοριτηmσ φορ Στατε Σπαχε Μοδελσ

Συβϕεχτ το Ινεθυαλιτψ Ρεστριχτιονσ

Ιν τηισ σεχτιον, ωε δεριϖε σεϖεραλ ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ φορ δραωινγ φροm τηε
στατε σπαχε mοδελ δε�νεδ βψ (1) ανδ (2) συβϕεχτ το τηε ινεθυαλιτψ ρεστριχτιονσ

4



τηατ �τ 2 Α φορ σοmε ρεγιον Α. Φορ ινστανχε, ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ ωε φοχυσ
ον τηε ΤςΠ−ςΑΡ χασε ανδ τηε ρεστριχτιον ισ τηατ τηε ροοτσ οφ τηε mατριξ
πολψνοmιαλ δε�νεδ βψ τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ ιν �τ λιε ουτσιδε τηε υνιτ χιρχλε.
Τηε χοντριβυτιονσ οφ τηισ παπερ ρελατε το δραωινγ �τ ανδ Θ. Τηυσ, το κεεπ τηε
νοτατιον ασ υνχλυττερεδ ασ ποσσιβλε, ωε δο νοτ ινχλυδε Ητ ασ α χονδιτιονινγ
αργυmεντ ιν τηε ποστεριορ χονδιτιοναλ διστριβυτιονσ γιϖεν βελοω. Ιτ ισ χοmmον
το σπεχιφψ α mυλτιϖαριατε στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ φορm φορΗτ ανδ, ιν ουρ εmπιριχαλ
ωορκ, ωε δο σο (σεε τηε Αππενδιξ φορ δεταιλσ). Ηοωεϖερ, τηισ mερελψ αδδσ
mορε βλοχκσ το ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm οφ στανδαρδ φορm, σο ωε δο νοτ δισχυσσ
ιτ ιν τηισ σεχτιον. Αλσο, ωε αβστραχτ φροm τρεατmεντ οφ τηε ινιτιαλ χονδιτιον
φορ τηε στατεσ, �0 ανδ ϕυστ ασσυmε α στανδαρδ τρεατmεντ ισ υσεδ (ανδ δο νοτ
λιστ �0 ασ α χονδιτιονινγ αργυmεντ ιν τηε προβαβιλιτιεσ βελοω). Φορ ινστανχε,

ιφ α ρεγρεσσιον ε¤εχτ (ι.ε. α τερm ωιτη χονσταντ χοε′χιεντ, Ζτε� ισ αδδεδ
το τηε mεασυρεmεντ εθυατιον), τηεν ωε ηαϖε �0 = 0. Αλτερνατιϖελψ, ασ ιν
Dυρβιν ανδ Κοοπmαν, α Νορmαλ πριορ συχη ασ �0 � Ν (�0; ς 0) χαν βε υσεδ
φορ ινιτιαλ χονδιτιον. Τηυσ, ωε φοχυσ ον τηε στατεσ �Τ = (�01; ::; �

0
Τ )
0
ανδ τηε

ερρορ χοϖαριανχε mατριξ ιν τηε στατε εθυατιον Θ. Wε υσε τηε νοτατιον τηατ
ψΤ = (ψ01; ::; ψ

0
Τ )
0 ισ τηε εντιρε σαmπλε.

Τηερε αρε σοmε γενεραλ ρεσυλτσ τηατ αρε υσεδ βψ σοmε ορ αλλ οφ τηε ΜΧΜΧ
αλγοριτηmσ ωε δεϖελοπ. Wε δεσχριβε τηεσε ηερε. Ουρ mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ
αρε Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηmσ ωηιχη τακε χανδιδατε δραωσ φροm τηε
ποστεριορ φορ τηε mοδελ δε�νεδ βψ (1) ανδ (2) ωιτηουτ τηε ινεθυαλιτψ ρε−
στριχτιονσ. Wε ρεφερ το τηισ mοδελ ασ βεινγ �υνρεστριχτεδ� ανδ πλαχε �Υ�
συβσχριπτσ ον δενσιτιεσ ρελατινγ το τηισ mοδελ. Στανδαρδ αλγοριτηmσ (ε.γ.
Dυρβιν ανδ Κοοπmαν, 2002) χαν βε υσεδ το προϖιδε ΜΧΜΧ δραωσ φροm τηε
υνρεστριχτεδ mοδελ.
Αλλ οφ τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ βελοω ινϖολϖε δραωσ φροm τηε υνρεστριχτεδ

ποστεριορ οφΘ, χονδιτιοναλ ον τηε στατεσ, πΥ
�
Θϕ�Τ ; ψΤ

�
. Τηισ χαν αλσο βε δονε

υσινγ στανδαρδ mετηοδσ. Φορ ινστανχε, ιφ ωε φολλοω τηε χοmmον πραχτιχε οφ
υσινγ α Wισηαρτ πριορ: Θ�1 � W

�
�Θ; Θ

�1� ;τηεν τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ
φορ Θ�1 (χονδιτιοναλ ον τηε στατεσ) ισ Wισηαρτ:

Θ�1ϕ�Τ ; ψΤ � W
�
�Θ; Θ

�1�
(3)

ωηερε

�Θ = Τ + �Θ

ανδ
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Θ
�1
=

∀
Θ+

ΤΞ

τ=1

(�τ � �τ�1) (�τ � �τ�1)0
#�1

:

Ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ, ωε υσε α τραινινγ σαmπλε το χηοοσε τηε πριορ ηψπερ−
παραmετερσ (σεε Αππενδιξ φορ δεταιλσ).

2.1 Μυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ

Wε βεγιν βψ δεσχριβινγ τωο mυλτι−mοϖε Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηmσ φορ
δραωινγ τηε υνοβσερϖεδ στατεσ. Τηατ ισ, ιν τηεσε αλγοριτηmσ, τηε πρεϖιουσ
δραω οφ τηε σεθυενχε οφ στατεσ ισ νοτ υσεδ διρεχτλψ ιν τηε χονστρυχτιον οφ τηε
νεω δραω. Αν αλτερνατιϖε ισ το υσε α σινγλε mοϖε σαmπλερ τηατ γενερατεσ τηε
δραω οφ �τ χονδιτιοναλ ον ��τ ωηερε ��τ =

�
�01; ::; �

0
τ�1; �

0
τ+1; ::; �

0
Τ

�0
. Υσυαλλψ

mυλτι−mοϖε σαmπλερσ αρε πρεφερρεδ βεχαυσε οφ τηε ρεδυχτιον ιν δεπενδενχε
αχροσσ δραωσ οφ τηε χηαιν τηεψ προδυχε. Βυτ, ιν τηε πρεσεντ χασε, α σινγλε
mοϖε σαmπλερ mιγητ ηαϖε χερταιν αδϖανταγεσ σινχε (φορ ρεασονσ δισχυσσεδ
πρεϖιουσλψ) τηε mυλτι−mοϖε αλγοριτηm χουλδ λεαδ το εξτρεmελψ λοωΜετροπολισ−
Ηαστινγσ αχχεπτανχε προβαβιλιτιεσ (ι.ε. ωηερε ϖιρτυαλλψ αλλ χανδιδατε δραωσ
αρε ρεϕεχτεδ).
Τηε ποστεριορ οφ ιντερεστ ισ π

�
�Τ ; ΘϕψΤ

�
, ωιτη πριορ π

�
�Τ ; Θ

�
ανδ λικελι−

ηοοδ π
�
ψΤ ϕ�Τ ; Θ

�
. Γιϖεν τηε στρυχτυρε οφ τηε mοδελ, τηε λικελιηοοδ χαν βε

ωριττεν ασ:

π
�
ψΤ ϕ�Τ ; Θ

�
=

ΤΨ

τ=1

π(ψτϕ�τ; Θ); (4)

ωηερε, φορ νοτατιοναλ σιmπλιχιτψ, ωε αρε νοτ εξπλιχιτλψ λιστινγ Ζτ ασ α χονδι−
τιονινγ αργυmεντ. Νοτε τηατ τηε λικελιηοοδ φορ τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ αλσο
ηασ τηισ φορm σο τηατ πΥ

�
ψΤ ϕ�Τ ; Θ

�
= π

�
ψΤ ϕ�Τ ; Θ

�
. Φυρτηερmορε, ωε ωιλλ αλσο

υσε τηε σαmε πριορ φορ Θ σο τηατ πΥ (Θ) = π (Θ).
Τηε πριορ ισ γιϖεν βψ:

π
�
�Τ ; Θ

�
= π

�
�Τ ϕΘ

�
π (Θ) (5)

/
(

ΤΨ

τ=1

1(�τ 2 Α)πΥ(�τϕ�τ�1; Θ)
)
π (Θ) ;
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ωηερε πΥ(�τϕ�τ�1; Θ) ισ γιϖεν βψ (2), ωιτηουτ τηε ρεστριχτιονσ ιmποσεδ, ανδ
1 (:) ισ τηε ινδιχατορ φυνχτιον. Μυλτιπλψινγ πριορ βψ λικελιηοοδ, ωε οβταιν τηε
ποστεριορ:

π
�
�Τ ; ΘϕψΤ

�
=

νΘΤ

τ=1 π(�τϕ�τ�1; Θ)π(ψτϕ�τ; Θ)
ο
π (Θ)

m (ψΤ )
; (6)

ωηερε m
�
ψΤ
�
ισ τηε mαργιναλ λικελιηοοδ ανδ π(�τϕ�τ�1; Θ) ισ οβταινεδ φροm

τηε στατε εθυατιον ωιτη τηε ρεστριχτιονσ ιmποσεδ:

π(�τϕ�τ�1; Θ) /
1(�τ 2 Α)
2�

m

2

ϕΘϕ� 1
2 εξπ

�
�1
2
(�τ � �τ�1)0Θ�1 (�τ � �τ�1)

�
;

ανδ ωε δενοτε τηε ιντεγρατινγ χονσταντ φορ τηισ πριορ βψ Ρ (�τ�1; Θ). Νοτε
τηατ ωε ηαϖε α ρελατιονσηιπ βετωεεν ουρ πριορ ανδ τηε χοmπαραβλε πριορ φορ
τηε υνρεστριχτεδ mοδελ

π(�τϕ�τ�1; Θ) =
1(�τ 2 Α)πΥ(�τϕ�τ�1; Θ)

Ρ (�τ�1; Θ)
; (7)

φορ τ = 1; ::; Τ .
Ιφ ωε υσε τηε σαmε τρεατmεντ οφ τηε ινιτιαλ χονδιτιον ιν τηε υνρεστριχτεδ

ανδ ρεστριχτεδ mοδελ, τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ ισ εξαχτλψ τηε σαmε ασ (6)

εξχεπτ τηατ τηε 1(�ττ2Α)
Ρ(�τ�1;Θ)

τερmσ αρε οmιττεδ ανδm
�
ψΤ
�
ισ ρεπλαχεδ βψmΥ

�
ψΤ
�

ωηερε τηε λαττερ ισ τηε mαργιναλ λικελιηοοδ φορ τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ.
Τηε στανδαρδ ΜΧΜΧ αλγοριτηm (ωιτηουτ ινεθυαλιτιεσ) ινϖολϖεσ δραωινγ

φροm πΥ
�
�Τ ϕΘ; ψΤ

�
ανδ πΥ

�
ΘϕψΤ ; �Τ

�
ανδ ωε χαν υσε τηεσε ασ χανδιδατε

γενερατινγ δενσιτιεσ ιν α Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηm ωηεν δεαλινγ ωιτη
τηε ρεστριχτεδ mοδελ. Τηισ ρεθυιρεσ υσ το χαλχυλατε τηε Μετροπολισ−Ηαστινγσ
αχχεπτανχε προβαβιλιτιεσ. Χονσιδερ �ρστ τηε στατεσ ανδ λετ σ = 1; ::; Σ ιν−
δεξ (ποστ βυρν−ιν) δραωσ φροm τηε αλγοριτηm ανδ συπερσχριπτσ (σ) δενοτε τηε
αχχεπτεδ δραωσ. Λετ συπερσχριπτσ (�) δενοτε χανδιδατε δραωσ σο τηατ �Τ (�)
ισ α χανδιδατε δραω φροm πΥ

�
�Τ ϕψΤ ; Θ(σ�1)

�
ωηιχη ισ αχχεπτεδ ωιτη προβα−

βιλιτψ ��. Τηε φορmυλα φορ Μετροπολισ−Ηαστινγ αχχεπτανχε προβαβιλιτψ, υσινγ
πΥ
�
�Τ ϕψΤ ; Θ(σ�1)

�
ασ α χανδιδατε γενερατινγ δενσιτψ, ισ (σεε, ε.γ., Κοοπ, 2003,

παγε 94):
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�� = mιν

2
4
π
�
�Τ = �Τ (�)ϕψΤ ; Θ(σ�1)

�
πΥ

�
�Τ = �Τ (σ�1)ϕψΤ ; Θ(σ�1)

�

π
�
�Τ = �Τ (σ�1)ϕψΤ ; Θ(σ�1)

�
πΥ

�
�Τ = �Τ (�)ϕψΤ ; Θ(σ�1)

� ; 1

3
5

= mιν

�
ω� (�)

ω� (σ� 1)
; 1

�

ωηερε

ω� (�) =
π
�
�Τ = �Τ (�)ϕψΤ ; Θ(σ�1)

�

πΥ

�
�Τ = �Τ (�)ϕψΤ ; Θ(σ�1)

�

ανδ

ω� (σ� 1) =
π
�
�Τ = �Τ (σ�1)ϕψΤ ; Θ(σ�1)

�

πΥ

�
�Τ = �Τ (σ�1)ϕψΤ ; Θ(σ�1)

� :

Νοτε τηατ, σινχε π
�
�Τ ϕψΤ ; Θ

�
= π

�
�Τ ; ΘϕψΤ

�
=π
�
ΘϕψΤ

�
(ανδ τηε σαmε

ηολδσ φορ τηε υνρεστριχτεδ mοδελ), ωε χαν ϕυστ πλυγ ιν τηε φορmυλα φορ π
�
�Τ ; ΘϕψΤ

�

ινστεαδ οφ π
�
�Τ ϕψΤ ; Θ

�
ιν τηε φορmυλα φορ τηε αχχεπτανχε προβαβιλιτψ (ανδ τηε

τωο τερmσ π
�
ΘϕψΤ

�
ωιλλ χανχελ ουτ ασ ωιλλ τηε τωο πΥ

�
ΘϕψΤ

�
τερmσ). Τηυσ,

ωε χαν υσε ουρ πρεϖιουσ δεριϖατιονσ το σαψ:

ω� (�) =

mΥ

�
ψΤ
�ΘΤ

τ=1

1(�
(�)
τ
2Α)πΥ (�(�)τ ϕ�(�)

τ�1;Θ
(σ�1))

Ρ
�
�
(�)
τ�1;Θ

(σ�1)
� π(ψτϕ�(�)τ ; Θ(σ�1))

m (ψΤ )
ΘΤ

τ=1 πΥ(�
(�)
τ ϕ�(�)τ�1; Θ(σ�1))πΥ(ψτϕ�

(�)
τ ; Θ

(σ�1))

=
mΥ

�
ψΤ
�

m (ψΤ )

ΤΨ

τ=1

1(��τ 2 Α)
Ρ
�
�
(�)
τ�1; Θ

(σ�1)
� :

Αν ιδεντιχαλ δεριϖατιον, υσινγ τηε αδδιτιοναλ φαχτ τηατ 1(�
(σ�1)
τ 2 Α) = 1

(σινχε τηε πρεϖιουσ δραω ωασ αν αχχεπτεδ ονε, ιτ mυστ βε τηε χασε τηατ ιτ
σατισ�εσ τηε ινεθυαλιτψ ρεστριχτιον), γιϖεσ

ω� (σ� 1) =
mΥ

�
ψΤ
�

m (ψΤ )

ΤΨ

τ=1

1

Ρ
�
�
(σ�1)
τ�1 ; Θ

(σ�1)
�
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ανδ, τηυσ,

�� = mιν

2
664

ΤΨ

τ=1

1(�
(�)
τ
2Α)

Ρ
�
�
(�)
τ�1;Θ

(σ�1)
�

1

Ρ
�
�
(σ�1)
τ�1 ;Θ(σ�1)

�
; 1

3
775 : (8)

Νοω χονσιδερ δραωινγΘ ιν τηε Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηm αφτερ δραω−
ινγ �Τ (ι.ε. χονδιτιοναλ ον �Τ (σ)). Dεριϖατιονσ αρε αλmοστ τηε σαmε ασ φορ �Τ . Α

Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηm τακεσ χανδιδατε δραωσ φροm πΥ

�
ΘϕψΤ ; �Τ (σ)

�

ανδ τηεσε αρε αχχεπτεδ ωιτη προβαβιλιτψ

�Θ = mιν

∀
ΤΨ

τ=1

Ρ(�
(σ)
τ�1; Θ

(σ�1))

Ρ(�
(σ)
τ�1; Θ

(�))
; 1

#
; (9)

ωηερε τηε δεριϖατιονσ αρε ασ αβοϖε, βυτ ωε αρε υσινγ τηε φαχτ τηατ 1(�
(σ)
τ 2

Α) = 1 φορ αλλ τ.

Νοτε αλσο τηατ
m(ψΤ )
mΥ (ψΤ )

ισ τηε Βαψεσ φαχτορ χοmπαρινγ τηε ρεστριχτεδ το
υνρεστριχτεδ mοδελ. Φορ φυτυρε ρεφερενχε, ιτ ισ ωορτη νοτινγ τηατ ιτ χαν βε
χαλχυλατεδ υσινγ ΜΧΜΧ ουτπυτ φροm τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ ανδ τηε ρε−
λατιονσηιπ:

ΒΦ =
m
�
ψΤ
�

mΥ (ψΤ )
= Ε

�
�Ττ=1

1(�τ 2 Α)
Ρ(�τ�1; Θ)

�
; (10)

ωηερε τηε εξπεχτατιον ισ τακεν ωιτη ρεσπεχτ το τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ.
Τηατ ισ, ωε χαν δεριϖε:

Ε

�
�Ττ=1

1(�τ 2 Α)
Ρ(�τ�1; Θ)

�

=

Ζ
�Ττ=1

1(�τ 2 Α)
Ρ(�τ�1; Θ)

πΥ
�
�Τ ; ΘϕψΤ

�
δ�ΤδΘ

=

Ζ
�Ττ=1

1(�τ 2 Α)
Ρ(�τ�1; Θ)

νΘΤ

τ=1 πΥ(�τϕ�τ�1; Θ)π(ψτϕ�τ; Θ)
ο
π (Θ)

mΥ (ψΤ )
δ�ΤδΘ

=
1

mΥ (ψΤ )

Ζ
�Ττ=1

1(�τ 2 Α)
Ρ(�τ�1; Θ)

(
ΤΨ

τ=1

πΥ(�τϕ�τ�1; Θ)π(ψτϕ�τ; Θ)
)
π (Θ) δ�ΤδΘ

=
m
�
ψΤ
�

mΥ (ψΤ )
:
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Τηυσ, ΜΧΜΧ ουτπυτ φροm τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ χαν βε υσεδ το χαλ−
χυλατε τηισ Βαψεσ φαχτορ. Ιτ σηουλδ βε εmπηασιζεδ τηατ τηισ ρεθυιρεσ α σεπαρατε
ρυν οφ τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm βεψονδ τηατ ρεθυιρεδ το χαρρψ ουτ ποστεριορ ιν−
φερενχε ιν τηε mοδελ. Τηατ ισ, τηε Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηm δεσχριβεδ
αβοϖε προϖιδεσ α χηαιν οφ δραωσ φροm τηε ρεστριχτεδ ποστεριορ, νοτ τηε υνρε−
στριχτεδ ποστεριορ. Το χαλχυλατε τηε Βαψεσ φαχτορ ωε νεεδ α χηαιν οφ δραωσ
φροm τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ. Το βε πρεχισε, ουρ Μετροπολισ−Ηαστινγ αλ−
γοριτηm τακεσ χανδιδατε δραωσ φροm π

�
�Τ ϕψΤ ; Θ(σ�1)

�
ωηερε τηε Θ(σ�1) ισ α

δραω φροm τηε ρεστριχτεδ ποστεριορ. Βυτ το χαλχυλατε τηε Βαψεσ φαχτορ ρεθυιρεσ
δραωσ φροm π

�
�Τ ϕψΤ ; Θ(σ�1)

�
ωηερε τηε Θ(σ�1) ισ α δραω φροm τηε υνρεστριχτεδ

ποστεριορ.
Το αιδ ιν ιντερπρετατιον οφ τηε Βαψεσ φαχτορ, νοτε τηατ ιφ αλλ τηε δραωσ φροm

τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ σατισφψ τηε ρεστριχτιονσ τηεν τηε Βαψεσ φαχτορ ωιλλ
φαϖορ τηε ρεστριχτεδ mοδελ (σινχε Ρ(�τ�1; Θ) � 1). Ηοωεϖερ, ιφ ϖερψ φεω οφ τηε
δραωσ σατισφψ τηε ρεστριχτιονσ τηεν τηε υνρεστριχτεδ mοδελ ισ φαϖορεδ υνλεσσΘΤ

τ=1Ρ(�τ�1; Θ) ισ ϖερψ λοω φορ τηε δραωσ ωηιχη σατισφψ τηε ρεστριχτιονσ. Τηισ
χαν βε σεεν ιν ανοτηερ ωαψ βψ νοτινγ τηατ (10) χαν αλσο βε ωριττεν ασ

ΒΦ = Πρ [Ρεστριχτιονσ αρε τρυε]Ε

∀
1

ΘΤ

τ=1Ρ(�τ�1; Θ)
ϕΡεστριχτιονσ αρε τρυε

#

(11)
ωηερε Πρ [Ρεστριχτιονσ αρε τρυε] ισ τηε προπορτιον οφ ΜΧΜΧ δραωσ φροm τηε
υνρεστριχτεδ ποστεριορ ωηιχη σατισφψ τηε ρεστριχτιονσ. Νοτε �ρστ τηατ α ναιϖε
ρεσεαρχηερ mιγητ βε τεmπτεδ το υσε Πρ [Ρεστριχτιονσ αρε τρυε] αλονε ασ α mεα−
συρε οφ συππορτ φορ τηε ρεστριχτιονσ, βυτ (11) mακεσ χλεαρ τηατ τηισ ισ νοτ
ενουγη. Ιν πραχτιχε, εσπεχιαλλψ ιφ Πρ [Ρεστριχτιονσ αρε τρυε] ισ λοω τηε ρολε οφ
τηε εξπεχτεδ ϖαλυε τερm ιν (11) χαν βε θυιτε συβσταντιαλ. Σινχε

ΘΤ

τ=1Ρ(�τ�1; Θ) �
1 (ανδ οφτεν mυχη λεσσ τηαν ονε), τηε ε¤εχτ οφ ιγνορινγ τηισ τερm ωουλδ βε
το υνδερ−ρεπορτ τηε συππορτ φορ τηε ρεστριχτιονσ.
Τηυσ, τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ χαν βε υσεδ ασ α χανδιδατε γενερατ−

ινγ δενσιτψ ιν α Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηm ωιτη αχχεπτανχε προβαβιλιτιεσ
γιϖεν βψ (8) ανδ (9). Τηε ε′χιενχψ οφ τηισ αππροαχη ωιλλ δεπενδ ον τηε προβ−
αβιλιτψ τηατ τηε ρεστριχτιονσ αρε τρυε υνδερ τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ. Συχη α
στρατεγψ ισ ϖερψ σιmιλαρ το ωηατ ισ δονε ιν Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2005). Ηοω−
εϖερ, τηεψ υσε αν αππροξιmατιον, ωιτη �Θ = 1 ανδ αν αχχεπτανχε προβαβιλιτψ
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φορ τηε στατεσ οφ:

β�� =
ΤΨ

τ=1

1(�τ 2 Α): (12)

Ιν ωορδσ, τηεψ υσε στανδαρδ στατε σπαχε mετηοδσ το δραω α ϖεχτορ �Τ φροm τηε
υνρεστριχτεδ ποστεριορ ανδ τηεν ατταχη αν αχχεπτανχε προβαβιλιτψ οφ ζερο ιφ
ανψ δραων �τ ϖιολατεσ τηε ρεστριχτιονσ, οτηερωισε τηεψ αχχεπτ τηε δραω. Τηειρ
ϕυστι�χατιον ισ ιmπλιχιτλψ βασεδ ον τηε ασσυmπτιον τηατ Ρ(�τ�1; Θ) � χ (φορ
σοmε χονσταντ χ) φορ αλλ ϖαλυεσ οφ �τ�1 2 Α ανδ Θ. Τηισ ισ λικελψ το βε τηε χασε
ιφ mοστ οφ τηε δραωσ σατισφψ τηε ρεστριχτιονσ ανδ Ρ(�τ�1; Θ) � 1. Ηοωεϖερ,
ιφ φεω δραωσ δο, τηεν ιτ ισ ποσσιβλε τηατ τηε αππροξιmατιον οφ Χογλεψ ανδ
Σαργεντ ισ θυιτε ποορ. Τηισ ισ αν ισσυε ωε ινϖεστιγατε εmπιριχαλλψ βελοω.
Α προβλεm ωιτη τηεσε mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ ισ τηατ τηεψ βοτη δεπενδ ον

τηε τερm
ΘΤ

τ=1 1(�τ 2 Α). Τηισ ωιλλ βε εθυαλ το ζερο εϖεν ιφ ονλψ α σινγλε �τ
ϖιολατεσ τηε ρεστριχτιον. Τηυσ, ιτ ισ ποσσιβλε (ανδ οφτεν ηαππενσ ιν πραχτιχε)
τηατ Μετροπολισ−Ηαστινγσ αχχεπτανχε προβαβιλιτιεσ ωιλλ βε ζερο φορ ϖιρτυαλλψ
εϖερψ δραω. Τηισ mοτιϖατεσ χονσιδερατιον οφ α σινγλε−mοϖε σαmπλερ ωηιχη, αλ−
τηουγη ιτ mαψ βε σλοω το mιξ, ωιλλ ψιελδ mορε ρεασοναβλε Μετροπολισ−Ηαστινγσ
αχχεπτανχε προβαβιλιτιεσ.

2.1.1 Εϖαλυατινγ τηε Προβαβιλιτψ οφ τηε Ρεστριχτιον Σετ

Τηε αππροξιmατιον υσεδ βψ Χογλεψ ανδ Σαργεντ ισ α υσεφυλ ονε ιν τηατ
Ρ(�τ�1; Θ) δοεσ νοτ ηαϖε το βε εϖαλυατεδ. Βυτ ουρ mυλτι−mοϖε Μετροπολισ−
Ηαστινγσ αλγοριτηm ρεθυιρεσ α mετηοδ το εϖαλυατε Ρ(�τ�1; Θ) Ιν α φεω χασεσ
ιτ ωιλλ βε ποσσιβλε το αναλψτιχαλλψ εϖαλυατε τηισ. Χονσιδερ, φορ ινστανχε, τηε
χασε ωηερε α σχαλαρ �τ ισ ρεστριχτεδ το λιε ιν τηε ιντερϖαλ [α; β]. Ιν τηισ χασε,

Ρ(�τ�1; Θ) = �(
β� �τ�1π

Θ
)� �(α� �τ�1π

Θ
)

ανδ � ισ τηε χυmυλατιϖε διστριβυτιον οφ τηε στανδαρδ Νορmαλ.
Βυτ, ιν γενεραλ, τηε εϖαλυατιον οφ Ρ(�τ�1; Θ) ωιλλ ρεθυιρε σιmυλατιον mετη−

οδσ. Το σοmε εξτεντ, τηε δεγρεε οφ χοmπυτατιοναλ δι′χυλτψ δεπενδσ ον
ωηετηερ Α χονσιστσ οφ λινεαρ ρεστριχτιονσ ορ ωηετηερ ιτ ινχλυδεσ σοmε νονλιν−
εαρ ρεστριχτιονσ. Φορ λινεαρ ρεστριχτιονσ, mετηοδσ συχη ασ τηε ΓΗΚ σιmυλατορ
ωιλλ αλλοω φορ φαιρλψ θυιχκ χαλχυλατιον οφ Ρ(�τ�1; Θ) (σεε, ε.γ., Γεωεκε, 1991).
Ηοωεϖερ, φορ νονλινεαρ ρεστριχτιονσ, τηερε ισ νο γενεραλ αλτερνατιϖε βυτ το
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γενερατε δραωσ φροm τηε αππροπριατε υνρεστριχτεδ mυλτιϖαριατε Νορmαλ δισ−
τριβυτιον ανδ χουντ τηε προπορτιον οφ τιmεσ τηε ρεστριχτιον ισ σατισ�εδ. Τηισ
ισ ϖερψ σιmπλε το ιmπλεmεντ, βυτ χαν βε σλοω σινχε ιτ mυστ βε δονε φορ εϖερψ
ονε οφ τηε Τ στατεσ (βοτη ωηεν χαλχυλατινγ �� ανδ �Θ). Νεϖερτηελεσσ, φορ ουρ
ΤςΠ−ςΑΡ αππλιχατιονσ, ωε δο νοτ �νδ συχη α στρατεγψ πλαχεσ αν ινσυπεραβλε
χοmπυτατιοναλ βυρδεν. Ασ α ρουγη ορδερ οφ mαγνιτυδε χαλχυλατιον, ιφ ωε (ατ
εαχη ΜΧΜΧ ρεπλιχατιον φορ εαχη οφ τ = 1; ::; Τ δραωσ οφ �τ) σιmυλατε 500
δραωσ το αππροξιmατε Ρ(�τ�1; Θ) ιτ mυλτιπλιεσ τηε τιmε τακεν βψ ουρ ΜΧΜΧ
αλγοριτηm αβουτ τενφολδ.
Ηοωεϖερ, τηε υσε οφ σιmυλατιον mετηοδσ το χαλχυλατε Μετροπολισ−Ηαστινγσ

αχχεπτανχε προβαβιλιτιεσ ραισεσ α mινορ ισσυε ωηιχη αρισεσ σινχε τηισ προβα−
βιλιτψ ισ βουνδεδ ατ ονε. Λετ ϕ = 1; ::; ϑ ινδεξ τηε σιmυλατεδ ϖαλυεσ υσεδ το
αππροξιmατε εαχη οφ τηε Ρ(�τ�1; Θ) ωηιχη αππεαρ ιν

ε�� =
ΤΨ

τ=1

1(�
(�)
τ
2Α)

Ρ
�
�
(�)
τ�1;Θ

(σ�1)
�

1

Ρ
�
�
(σ�1)
τ�1 ;Θ(σ�1)

�
:

Ιφ ϑ ισ λαργε, ωε χαν υσε ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ το αργυε τηατ τηε φολλοωινγ ρεσυλτ
ηολδσ αππροξιmατελψ:

ε�� � Ν
�
ε��; ϖ�

�
;

ωηερε

ε�� =
Πϑ

ϕ=1 ε�
(ϕ)
�

ϑ

ανδ

ϖ� =

Πϑ

ϕ=1

�
ε�(ϕ)� � ε��

�2

ϑ
:

Ηοωεϖερ, ωε αρε νοτ διρεχτλψ ιντερεστεδ ιν ε��, βυτ

�� = mιν [ε��; 1] :

Τηυσ, υσινγ mιν
η
ε��; 1

ι
ωουλδ λεαδ το α βιασεδ εστιmατε οφ ��. Ιφ ϖ� ισ ϖερψ

σmαλλ (ι.ε. ενουγη δραωσ αρε τακεν το αππροξιmατεΡ(�τ�1; Θ) το α ηιγη δεγρεε
οφ αχχυραχψ), τηεν τηισ βιασ ωιλλ βε εmπιριχαλλψ νεγλιγιβλε. Ηοωεϖερ, το βε ον
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τηε σαφε σιδε, ωε υσε τηε φορmυλα φορ τηε mεαν οφ τηε τρυνχατεδ Νορmαλ
διστριβυτιον το οβταιν αν εστιmατε οφ ��. Αδδινγ τηε φαχτ τηατ προβαβιλιτψ ισ
τρυνχατεδ ατ ζερο, ωε υσε ασ ουρ εστιmατε οφ τηε αχχεπτανχε προβαβιλιτψ:

�� = ε�� +
π
ϖ�
�
�
�ε��π
ϖ�

�
� �

�
1�ε��π
ϖ�

�

�
�
1�ε��π
ϖ�

�
� �

�
�ε��π
ϖ�

� ;

ωηερε � () ισ τηε π.δ.φ. οφ τηε στανδαρδ Νορmαλ διστριβυτιον. Σιmιλαρ χονσιδ−
ερατιονσ ηολδ φορ τηε αχχεπτανχε προβαβιλιτψ ιν τηε αλγοριτηm φορ δραωινγ Θ
ανδ α σιmιλαρ τρανσφορmατιον ισ δονε.

2.2 Α σινγλε mοϖε αλγοριτηm

Wε mαινταιν τηε σαmε σετυπ, νοτατιον ανδ ασσυmπτιονσ ασ βεφορε. Ουρ
mετηοδ φορ δραωινγ Θ ισ εξαχτλψ τηε σαmε ασ τηε mυλτι−mοϖε αλγοριτηm ανδ,
ηενχε, ιν τηισ σεχτιον ωε φοχυσ ονλψ ον τηε χονδιτιοναλ ποστεριορ π

�
�Τ ϕψΤ ; Θ

�
.

Τηε mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ δισχυσσεδ πρεϖιουσλψ δραω φροm τηισ διρεχτλψ (ορ
αππροξιmατελψ ιν τηε χασε οφ τηε Χογλεψ−Σαργεντ αλγοριτηm). Ουρ σινγλε mοϖε
αλγοριτηm ινϖολϖεσ δραωινγ σεθυεντιαλλψ φροm π

�
�τϕ; ψΤ ; ��τ; Θ

�
. Τηε προποσαλ

δενσιτψ φορ ουρ Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηm ισ τηε υνρεστριχτεδ χονδιτιοναλ
ποστεριορ πΥ

�
�τϕ; ψΤ ; ��τ; Θ

�
. Βψ τηε �ρστ ορδερ Μαρκοϖ ασσυmπτιον ιν τηε

στατε εθυατιον, τηισ σιmπλι�εσ το:

πΥ
�
�τϕψΤ ; �τ�1; �τ+1; Θ

�
(13)

_

Ψ

ι=�1;1
εξπ

�
�1
2
(�τ+ι � �τ)0Θ�1 (�τ+ι � �τ)

�

� εξπ
�
�1
2
(ψτ � Ζτ�τ)0Η�1

τ (ψτ � Ζτ�τ)
�

φορ τ = 1; :::; Τ � 1.
Τηισ ισ α Νορmαλ δενσιτψ ωιτη mεαν ϖεχτορ:

�τ =
�τ�1 + �τ+1

2
+Γτ

�
ψτ � Ζτ

�
�τ�1 + �τ+1

2

��
;

ωηερε

Γτ =
1

2
ΘΖ 0τ (ΖτΘΖ

0
τ +Ητ)

�1
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ανδ χοϖαριανχε mατριξ:


τ =
1

2
(Ιm �ΓτΖτ)Θ:

Φορ τηε �ναλ στατε, τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ τηατ ωε δραω φροm ισ πΥ
�
�Τ ϕ�Τ�1; Θ; ψΤ

�

ωηιχη ισ αλσο α Νορmαλ δενσιτψ, βυτ ηασ mεαν γιϖεν βψ

�Τ = �Τ�1 +ΓΤ [ψΤ � ΖΤ �Τ�1] ;
ωηερε

ΓΤ = ΘΖ
0
Τ (ΖΤΘΖ

0
Τ +ΗΤ )

�1

ανδ χοϖαριανχε mατριξ:


Τ = (Ιm �ΓΤΖΤ )Θ;
Wεωιση το δραω φροm τηε φολλοωινγ ρεστριχτεδ χονδιτιοναλ ποστεριορ π

�
�τϕψΤ ; �τ�1; �τ+1; Θ

�
.

Τηε δεριϖατιον βασιχαλλψ ινϖολϖεσ τηε σαmε στεπσ ασ φορ τηε υνρεστριχτεδ ποστε−
ριορ. Ηοωεϖερ, α σλιγητ χοmπλιχατιον αρισεσ δυε το τηε ωαψ τηε δεχοmποσιτιον
ωορκσ ανδ τηε φαχτ τηατ τηε ιντεγρατινγ χονσταντ φορ τηε χονδιτιοναλ πριορ
φορ �τ+1 δεπενδσ ον �τ. Το σεε τηισ χλεαρλψ, ρεmεmβερ ουρ πρεϖιουσ νοτατιον
ωηερε Ρ (�τ�1; Θ) ισ τηε ιντεγρατινγ χονσταντ φροm (7). Φορ τ = 1; ::; Τ � 1,
ουρ ρεστριχτεδ χονδιτιοναλ ποστεριορ ηασ τηε φορm:

π
�
�τϕψΤ ; �τ�1; �τ+1; Θ

�
/ 1(�τ 2 Α)
Ρ (�τ; Θ)

πΥ
�
�τϕ�τ�1; �τ+1; Θ; ψΤ

�
: (14)

Τηε ρεmαινινγ ιντεγρατινγ χονσταντ ιν (14) ωιλλ χανχελ ουτ ιν τηε αχχεπτανχε
προβαβιλιτψ ανδ χαν βε ιγνορεδ.
Ιν α σιmιλαρ φασηιον ασ ωιτη ουρ mυλτι−mοϖε αλγοριτηm, ωε χαν υσε τηε

ρελατιονσηιπ βετωεεν τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ ιν (13) ανδ τηε ρεστριχτεδ
ποστεριορ ιν (14) ιν ορδερ το οβταιν αν αχχεπτανχε προβαβιλιτψ φορ α χανδιδατε

δραω οφ �τ ωηιχη ωε ωιλλ λαβελ �
(�)
τ . Τηυσ, ωε ηαϖε

��τ = mιν

2
664

1(�
(�)
τ
2Α)

Ρ
�
�
(�)
τ
;Θ(σ�1)

�

1

Ρ
�
�
(σ�1)
τ

;Θ(σ�1)
�
; 1

3
775 (15)

= mιν

2
4
1(�

(�)
τ 2 Α)Ρ

�
�
(σ�1)
τ ; Θ(σ�1)

�

Ρ
�
�
(�)
τ ; Θ

(σ�1)
� ; 1

3
5 :
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Φορ τ = Τ , τηισ σιmπλι�εσ το

��Τ = 1(�
(�)
Τ 2 Α):

Wε ηαϖε νοω δεσχριβεδ ουρ τωο σετσ οφ αλγοριτηmσ. Εαχη ηασ ιτσ αδϖαν−
ταγεσ ανδ δισαδϖανταγεσ. Ιν γενεραλ, mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ ωιλλ mιξ φαστερ,
βυτ ιφ τηεψ ενδ υπ ρεϕεχτινγ ϖιρτυαλλψ εϖερψ δραω τηεν τηεψ mαψ νοτ mιξ ατ
αλλ. Σινγλε mοϖε αλγοριτηmσ, ιν γενεραλ, ωιλλ mιξ mορε σλοωλψ, βυτ αρε λεσσ
λικελψ το γετ στυχκ ιν τηισ mαννερ. Οφ χουρσε, ιν πραχτιχε, τηερε ισ νο νεεδ το
χηοοσε ονε αππροαχη ορ τηε οτηερ ανδ αν αλγοριτηm ωηιχη χοmβινεσ τηε τωο
χουλδ βε υσεδ (ε.γ. α mυλτι−mοϖε αλγοριτηm χουλδ βε υσεδ προϖιδεδ ιτ διδ νοτ
γετ στυχκ, ιφ σο τηε αλγοριτηm χουλδ σωιτχη το τηε σινγλε mοϖε mετηοδ).

3 Αππλιχατιον το α ΤςΠ−ςΑΡ

Ιν ορδερ το ινϖεστιγατε τηε προπερτιεσ οφ ουρ αλγοριτηmσ, ωε υσε τηε mοδελ
οφ Πριmιχερι (2005) ωηιχη ισ σιmιλαρ το τηατ υσεδ βψ Χογλεψ ανδ Σαργεντ
(2005) ανδ οτηερσ. Ιτ ισ α ΤςΠ−ςΑΡ ασ σπεχι�εδ ιν (1) ανδ (2) ωιτη τηε
αδδιτιοναλ ασσυmπτιον τηατ τηε mεασυρεmεντ ερρορ χοϖαριανχε mατριξ, Ητ,
εξηιβιτσ mυλτιϖαριατε στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ οφ α παρτιχυλαρ σορτ (σεε τηε απ−
πενδιξ φορ δεταιλσ). Wε υσε δατα φροm 1953Θ1 τηρουγη 2006Θ2 ον τηρεε
χοmmονλψ−υσεδ ϖαριαβλεσ: τηε υνεmπλοψmεντ ρατε (σεασοναλλψ αδϕυστεδ χιϖιλ−
ιαν υνεmπλοψmεντ ρατε, αλλ ωορκερσ οϖερ αγε 16), ιντερεστ ρατε (ψιελδ ον τηρεε
mοντη Τρεασυρψ βιλλ ρατε) ανδ ιν�ατιον ρατε (τηε αννυαλ περχενταγε χηανγε
ιν α χηαιν−ωειγητεδ ΓDΠ πριχε ινδεξ).5

Πριmιχερι (2005) υσεσ α τραινινγ σαmπλε πριορ ινϖολϖινγ τηε �ρστ τεν ψεαρσ
οφ δατα. Το βε πρεχισε, ηε υσεσ τηε τραινινγ σαmπλε ανδ α τιmε−ινϖαριαντ ςΑΡ
το προδυχε ΟΛΣ εστιmατεσ οφ τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ, β�, ανδ τηε ασσοχιατεδ
χοϖαριανχε mατριξ, βς . Φορ Θ, τηε πριορ γιϖεν ιν (??) ισ υσεδ ωιτη �Θ = 40
ανδ Θ = 0:0001βς . Τηισ ισ τηε πριορ ωε χαλλ τηε �Πριmιχερι Πριορ� ιν ουρ
εmπιριχαλ ρεσυλτσ. Wε αλσο πρεσεντ ρεσυλτσ φορ ωηατ ωε χαλλ τηε �Αλτερνατιϖε
Πριορ� ωηιχη ηασ �Θ = 4 ανδ Θ = 0:01βς . Τηισ αλτερνατιϖε πριορ ισ ονε ωηιχη
χουλδ ρεασοναβλψ βε εντερταινεδ βψ α ρεσεαρχηερ, βυτ ισ λεσσ ινφορmατιϖε ανδ
χεντερσ τηε πριορ οϖερ α ρεγιον οφ τηε παραmετερ σπαχε ωηιχη αλλοωσ φορ σλιγητλψ

5Τηε δατα ωερε οβταινεδ φροm τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε Βανκ οφ Στ. Λουισ ωεβσιτε,
ηττπ://ρεσεαρχη.στλουισφεδ.οργ/φρεδ2/. Νοτε τηατ Πριmιχερι (2005) υσεδ δατα τηρουγη
2001Θ3. Ηενχε, ουρ δατα ισ νοτ ιδεντιχαλ το ηισ.
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mορε τιmε−ϖαριατιον ιν τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ. Τηε πριορ φορ τηε ρεmαινινγ
παραmετερσ ισ δισχυσσεδ ιν τηε αππενδιξ.
Νοτε τηατ ωε αρε δελιβερατελψ υσινγ α mυχη mορε χοmπλιχατεδ mοδελ τηαν

ισ νεχεσσαρψ. Ουρ mοδελ υσεσ τηε αλγοριτηmσ δεϖελοπεδ αβοϖε ασ α σετ οφ
βλοχκσ ιν α βιγγερ ΜΧΜΧ αλγοριτηm (ε.γ. ινϖολϖινγ σετσ οφ βλοχκσ φορ τηε
mυλτιϖαριατε στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ, ετχ.). Wε δο τηισ δελιβερατελψ ιν ορδερ το
ινϖεστιγατε τηε περφορmανχε οφ τηεσε αλγοριτηmσ ιν ασ ρεαλιστιχ α χοντεξτ ασ
ποσσιβλε. Οφ χουρσε, βψ αδδινγ mορε βλοχκσ ουρ αλγοριτηmσ ωιλλ mιξ mορε
σλοωλψ (ανδ �νδινγ ουτ ϕυστ ηοω σλοω ισ αν ισσυε ωε ωιση το ινϖεστιγατε).
Βυτ, σινχε τηε αδδιτιοναλ βλοχκσ ρελατινγ το mυλτιϖαριατε στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ,
ετχ. ωιλλ βε ιδεντιχαλ ιν αλλ ουρ αλγοριτηmσ, τηε ρελατιϖε χοmπαρισον οφ mυλτι−
mοϖε ανδ σινγλε mοϖε αλγοριτηmσ ωιλλ βε λιττλε α¤εχτεδ βψ τηειρ ινχλυσιον.
Wε υσε τηε ινεθυαλιτψ ρεστριχτιον τηατ τηε ροοτσ οφ τηε mατριξ πολψνοmιαλ

δε�νεδ βψ τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ ιν �τ λιε ουτσιδε τηε υνιτ χιρχλε. Wε βεγιν ωιτη
α ϖερψ βριεφ συmmαρψ οφ τηε περφορmανχε οφ τηε mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ υσινγ
τηε τραινινγ σαmπλε πριορ οφ Πριmιχερι (2005), mακινγ ηισ χηοιχε οφ τωο λαγσ
ιν τηε ςΑΡ. Σιmπλψ πυτ, τηεψ δο νοτ ωορκ ιν α ρεασοναβλε αmουντ οφ τιmε.
Μορε πρεχισελψ, ωηεν ωε ρυν τηε σαmπλερ φορ α λαργε νυmβερ οφ ρεπλιχατιονσ,
ονλψ α ηανδφυλ οφ δραωσ αρε αχχεπτεδ. Φορ ινστανχε, ιν α λονγ ρυν οφ ποστ−βυρν
ιν ρεπλιχατιονσ, 99.97% οφ τηε χανδιδατε δραωσ ηαδ ατ λεαστ ονε στατε ωηιχη
ϖιολατεδ τηε ρεστριχτιον ανδ, ηενχε, φεωερ τηαν 0.03% οφ χανδιδατε δραωσ ωερε
αχχεπτεδ ιν τηε Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηm. Τηισ σηοωσ ηοω, ιν σεριουσ
mαχροεχονοmιχ αππλιχατιονσ, ιτ ισ ϖερψ εασψ φορ τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ το εϖολϖε
ιν ωαψσ τηατ αλλοω φορ σοmε ποστεριορ προβαβιλιτψ το λιε ιν εξπλοσιϖε ρεγιονσ.
Ινσοφαρ ασ ονε βελιεϖεσ συχη εξπλοσιϖε βεηαϖιορ ισ υνρεαλιστιχ, ιτ ισ δεσιραβλε το
ρυλε ιτ ουτ ιν τηε πριορ. Τηισ φυρτηερ mοτιϖατεσ ωηψ τηε ισσυεσ δισχυσσεδ ιν τηισ
παπερ αρε ιmπορταντ ονεσ. Ιν α χασε λικε τηισ, ωηερε mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ
ρεϕεχτ ϖιρτυαλλψ εϖερψ δραω, τηε ρεσεαρχηερ ωουλδ ηαϖε νο χηοιχε βυτ το υσε
ουρ σινγλε mοϖε αλγοριτηm.
Ιν τηε ρεmαινδερ οφ τηισ παπερ ωε υσε ονε λαγ ιν ουρ ςΑΡ. Τηισ mορε

παρσιmονιουσ χηοιχε ψιελδσ mορε πρεχισε ινφερενχε ανδ λεσσ εϖιδενχε οφ εξ−
πλοσιϖε βεηαϖιορ ιν τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ. Wε βεγιν ωιτη α δισχυσσιον οφ τηε
χοmπυτατιοναλ περφορmανχε οφ τηε ϖαριουσ αλγοριτηmσ. Τηε κεψ ισσυε ωιτη
τηεσε αλγοριτηmσ ισ τηε σπεεδ οφ mιξινγ. Το εϖαλυατε τηισ ισσυε, ωε πρεσεντ
τηε χοmmονλψ−υσεδ ε¤εχτιϖε σαmπλε σιζε (σεε, αmονγ mανψ οτηερσ, Ηολmεσ
ανδ Ηελδ, 2006), δε�νεδ ασ:
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ΕΣΣ =
Σ

1 + 2
ΠΗ

η=1 � (η)

ωηερε Σ ισ τηε νυmβερ οφ (ποστ βυρν−ιν) ΜΧΜΧ ρεπλιχατιονσ, � (η) ισ τηε
αυτοχορρελατιον βετωεεν ΜΧΜΧ δραωσ η ρεπλιχατιονσ απαρτ. ΕΣΣ χαν βε
χαλχυλατεδ φορ ανψ φεατυρε οφ ιντερεστ. Γιϖεν τηατ τηε κεψ ισσυεσ ιν τηισ παπερ
ρελατε το τηε τιmε ϖαρψινγ ςΑΡ χοε′χιεντσ ωε βασε ουρ φεατυρεσ οφ ιντερεστ ον
τηεσε. Το κεεπ τηινγσ mαναγεαβλε ωε υσε

ΠΤ

τ=1 �τ ασ ουρ φεατυρε οφ ιντερεστ
ανδ πρεσεντ ΕΣΣ φορ ονε ελεmεντ οφ τηισ ϖεχτορ. Ιν Ταβλε 1 ωε χηοοσε τηε
χοε′χιεντ ον τηε λαγγεδ ιντερεστ ρατε ιν τηε ιντερεστ ρατε εθυατιον (βυτ ρε−
συλτσ φορ οτηερ χοε′χιεντσ αρε σιmιλαρ). Νοτε τηατ, ιφ τηε ΜΧΜΧ δραωσ ωερε
ινδεπενδεντ οφ ονε ανοτηερ, ωε ωουλδ γετ

ΠΗ

η=1 � (η) � 0 ανδ ΕΣΣ = Σ.
Wιτη ποσιτιϖελψ χορρελατεδ ΜΧΜΧ δραωσ ωε γετ ΕΣΣ < Σ ανδ τηε δεγρεε
το ωηιχη ΕΣΣ ισ λεσσ τηαν Σ ισ α mεασυρε οφ ηοω σλοωλψ mιξινγ τηε αλγο−
ριτηm ισ. Ταβλε 1 ισ προδυχεδ ωιτη Σ = 50; 000 (φολλοωινγ 10; 000 βυρν−ιν
δραωσ) υσινγ Η = 100. Wε υσε ουρ σινγλε ανδ mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ ασ ωελλ
ασ τηε ϖαριαντσ οφ βοτη αλγοριτηmσ ωιτη Ρ(�τ�1; Θ) � χ (ωηιχη ωε χαλλ τηε
�Χογλεψ−Σαργεντ Αππροξιmατιον�). Ταβλε 1 αλσο πρεσεντσ τηε προπορτιον οφ
χανδιδατε δραωσ τηατ αρε αχχεπτεδ (ιν τηε χολυmν λαβελλεδ �Προπ. Σωιτχη�)
ιν τηε αλγοριτηm φορ δραωινγ τηε στατεσ.
Τηε τοπ τηιρδ οφ Ταβλε 1 πρεσεντσ σοmε εϖιδενχε ον στανδαρδ αλγοριτηmσ

ωιτηουτ ιmποσινγ ινεθυαλιτψ ρεστριχτιονσ ον στατεσ. Νοτε τηατ τηεσε αλγο−
ριτηmσ σιmπλψ υσε τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορσ. Ιτ χαν βε σεεν τηατ, εϖεν
ωιτηουτ τηε χοmπλιχατιονσ χαυσεδ βψ τηε ιmποσιτιον οφ ινεθυαλιτψ ρεστριχ−
τιονσ, τηεσε αλγοριτηmσ χαν βε ϖερψ σλοω το mιξ. Ασ ωε ωουλδ εξπεχτ, τηε
mυλτι−mοϖε αλγοριτηm ηασ αν ε¤εχτιϖε σαmπλε σιζε ωηιχη ισ αλmοστ τωιχε ασ
ηιγη ασ τηε σινγλε mοϖε αλγοριτηm. Βυτ ιτ στιλλ mιξεσ ϖερψ σλοωλψ. Α ρουγη
ρυλε οφ τηυmβ ωουλδ σαψ τηατ, το αχηιεϖε τηε σαmε δεγρεε οφ αχχυραχψ ασ
Σ = 10; 000 ινδεπενδεντ δραωσ, τηε mυλτι−mοϖε αλγοριτηm ωουλδ ρεθυιρε
Σ = 10;000

0:0283
> 300; 000 δραωσ. Τηισ �νδινγ σερϖεσ ασ α ωαρνινγ το ρεσεαρχηερσ

υσινγ Βαψεσιαν mετηοδσ φορ ΤςΠ−ςΑΡσ ωιτη mυλτιϖαριατε στοχηαστιχ ϖολατιλ−
ιτψ. Χαρε σηουλδ βε τακεν ιν mονιτορινγ χονϖεργενχε οφ ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ.
Ονχε ωε ιmποσε ρεστριχτιονσ ον τηε στατεσ, ιτ ισ λικελψ τηατ τηε mιξινγ οφ

τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηmσ ωιλλ γετ ωορσε δυε το τηε Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγο−
ριτηm νοτ αχχεπτινγ αλλ χανδιδατε δραωσ. Αλτηουγη τηερε ισ α χοντραδιχτορψ
τενδενχψ ιν τηατ αλλοωινγ φορ εξπλοσιϖε ςΑΡ χοε′χιεντσ χαν σλοω mιξινγ σο
τηατ, βψ ρυλινγ τηεσε ουτ mιξινγ χαν ιmπροϖε. Τηε θυεστιονσ ωε ωαντ το
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αδδρεσσ αρε: �ηοω mυχη ωορσε/βεττερ δο τηε αλγοριτηmσ βεχοmε ωηεν ρε−
στριχτιονσ αρε ιmποσεδ?� ανδ �βψ ηοω mυχη δοεσ τηε περφορmανχε οφ σινγλε
mοϖε αλγοριτηmσ ιmπροϖε ρελατιϖε το mυλτι−mοϖε ϖαριαντσ ωηεν ωε ιmποσε
ρεστριχτιονσ ον τηε στατεσ?�. Αν εξαmινατιον οφ Ταβλε 1 τελλσ α στρονγ ανδ
χονσιστεντ στορψ: Wιτη τηε mυλτι−mοϖε αλγοριτηm, ιmποσινγ ινεθυαλιτψ ρεστριχ−
τιονσ χαυσεσ α λαργε δεχρεασε ιν ε′χιενχψ. Ηοωεϖερ, φορ τηε σινγλε−mοϖε αλγο−
ριτηmσ, αδδινγ ινεθυαλιτψ ρεστριχτιονσ δοεσ νοτ χαυσε τηε (αδmιττεδλψ ινιτιαλλψ
ποορ) mιξινγ περφορmανχε οφ τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ το δεχλινε.
Wιτη τηε Πριmιχερι πριορ, τηε ιmποσιτιον οφ τηε ινεθυαλιτψ ρεστριχτιονσ

λεαδσ το mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ ωηερε αβουτ 10% οφ τηε Μετροπολισ−Ηαστινγσ
αλγοριτηm δραωσ αρε αχχεπτεδ. Τηισ χαυσεσ τηε ε¤εχτιϖε σαmπλε σιζε το φαλλ
συβσταντιαλλψ. Wιτη τηε Αλτερνατιϖε Πριορ, ωηιχη αλλοωσ φορ mορε ϖαριατιον
ιν τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ, τηε mυλτι−mοϖε αλγοριτηm αχχεπτσ αλmοστ νο ποστ
βυρν−ιν χανδιδατε δραωσ. Ηενχε, ϖιρτυαλλψ αλλ τηε δραωσ οφ �τ αρε εξαχτλψ
τηε σαmε ασ ονε ανοτηερ ανδ, τηυσ, αρε αλmοστ περφεχτλψ χορρελατεδ ωιτη ονε
ανοτηερ. Τηυσ, το αλλ ιντεντσ ανδ πυρποσεσ, τηε mυλτι−mοϖε αλγοριτηm ισ
χοmπυτατιοναλλψ ινφεασιβλε ωιτη τηε Αλτερνατιϖε Πριορ.
Τηε σινγλε mοϖε αλγοριτηm, ιν χοντραστ, αλωαψσ ωορκσ ρουγηλψ τηε σαmε

ιν αλλ χασεσ. Φορ τηισ αλγοριτηm τηερε αρε Τ Μετροπολισ−Ηαστινγσ χανδιδατε
γενερατινγ δενσιτιεσ ανδ, ηενχε, �Προπ. Σωιτχη� ισ τηε αϖεραγε οφ τηεσε. Ιτ
χαν βε σεεν τηατ τηε σινγλε−mοϖε αλγοριτηm δοεσ χοντινυε το αχχεπτ χανδι−
δατε δραωσ ανδ, τηυσ, ιτσ περφορmανχε δοεσ νοτ δετεριορατε ωηεν ινεθυαλιτψ
ρεστριχτιονσ αρε ιmποσεδ.
Ανοτηερ ποιντ ωορτη νοτινγ ισ τηατ (φορ α γιϖεν νυmβερ οφ ρεπλιχατιονσ) ουρ

Μετροπολισ−Ηαστινγσ αλγοριτηmσ ωορκ σλιγητλψ βεττερ τηαν τηε Χογλεψ−Σαργεντ
αππροξιmατιονσ. Τηισ ισ παρτλψ δυε το ουρ ωαψ οφ δραωινγ Θ. Τηατ ισ, τηε
Χογλεψ−Σαργεντ αππροξιmατιον ανδ ουρ αλγοριτηm βοτη τακε χανδιδατε δραωσ
οφ Θ φροm τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ. Ηοωεϖερ, τηε Χογλεψ−Σαργεντ αππροξι−
mατιον αχχεπτσ εϖερψ δραω, ωηερε ωε ονλψ αχχεπτ τηεm ωιτη προβαβιλιτψ �Θ
γιϖεν ιν (9). Τηισ ηελπσ κεεπ τηε χανδιδατε δραωσ οφ �Τ ιν τηε νον−εξπλοσιϖε
ρεγιον.
Φορ χοmπλετενεσσ, ωε νοτε τηατ, ωηεν υσινγ Πριmιχερι�σ πριορ, τηε προ−

πορτιον οφ αχχεπτεδ δραωσ οφ Θ ισ 0:4673 (φορ τηε σινγλε mοϖε αλγοριτηm)
ανδ 0:4641 (φορ τηε mυλτι−mοϖε αλγοριτηm). Φορ τηε Αλτερνατιϖε Πριορ τηεσε
νυmβερσ αρε 0:4953 ανδ 0:6670, ρεσπεχτιϖελψ.
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Ταβλε 1: Εϖιδενχε ον Μιξινγ οφ Αλγοριτηmσ
Αλγοριτηm Νο Ρεστριχτιονσ ον τηε Στατεσ

Πριmιχερι Πριορ Αλτερνατιϖε Πριορ
ΕΣΣ
Σ

Προπ. Σωιτχη ΕΣΣ
Σ

Προπ. Σωιτχη
Σινγλε mοϖε 0.0092 1.0000 0.0063 1.0000
Μυλτι−mοϖε 0.0283 1.0000 0.0138 1.0000

Ρεστριχτιονσ ον Στατεσ
Πριmιχερι Πριορ Αλτερνατιϖε Πριορ
ΕΣΣ
Σ

Προπ. Σωιτχη ΕΣΣ
Σ

Προπ. Σωιτχη
Σινγλε mοϖε 0.0168 0.7981 0.0143 0.8387
Μυλτι−mοϖε 0.0098 0.1362 0.0058 0.0047

Πριmιχερι Πριορ Αλτερνατιϖε Πριορ
ΕΣΣ
Σ

Προπ. Σωιτχη ΕΣΣ
Σ

Προπ. Σωιτχη
Σινγλε mοϖε
Χογλεψ−Σαργεντ Αππροξ.

0.0103 0.8351 0.0073 0.7877

Μυλτι−mοϖε
Χογλεψ−Σαργεντ Αππροξ.

0.0062 0.1092 0.0050 0.0007

Ασ δισχυσσεδ ιν Σεχτιον 2, ουρ αλγοριτηmσ ρεθυιρε τηε εϖαλυατιον οφ κεψ
ιντεγρατινγ χονσταντσ ωηιχη ωε ηαϖε λαβελλεδ Ρ(�τ�1; Θ) φορ τηε mυλτι−mοϖε
αλγοριτηmσ. Φορ τηε πρεσεντ χασε, ωηερε ωε αρε υσινγ α χοmπλιχατεδ, νονλιν−
εαρ ινεθυαλιτψ ρεστριχτιον, εϖαλυατιον οφ τηεσε ιντεγρατινγ χονσταντσ ρεθυιρεσ
τηε υσε οφ σιmυλατιον mετηοδσ ωηιχη χαν σλοω δοων τηε αλγοριτηm. Ασ ωε
ηαϖε σεεν, τηισ ηασ λεδ οτηερ αυτηορσ συχη ασ Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2005)
το ιγνορε τηεσε ιντεγρατινγ χονσταντσ, ιmπλιχιτλψ ασσυmινγ τηατ Ρ(�τ�1; Θ) ισ
αππροξιmατελψ χονσταντ. Ιφ ιτ ισ νοτ αππροξιmατελψ χονσταντ τηεν τηε απ−
προξιmατιον ινηερεντ ιν τηειρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm χουλδ βε α ποορ ονε. Ιν
αδδιτιον, ρεmεmβερ τηατ

ΘΤ

τ=1Ρ(�τ�1; Θ) αππεαρσ ιν (10), τηε φορmυλα φορ
Βαψεσ φαχτορ χοmπαρινγ τηε ρεστριχτεδ το τηε υνρεστριχτεδ mοδελ. Τηυσ, ιν−
αππροπριατε τρεατmεντ οφ

ΘΤ

τ=1Ρ(�τ�1; Θ) χαν ποτεντιαλλψ λεαδ το mισλεαδινγ
ινφερενχε αβουτ ηοω προβαβλε τηε ρεστριχτιονσ αρε.
Οφ χουρσε, τηε θυεστιον οφ ωηετηερ τηε Ρ(�τ�1; Θ) � χ αππροξιmατιον ισ

α γοοδ ονε ισ αππλιχατιον−σπεχι�χ. Νεϖερτηελεσσ, ωε φεελ ουρ ΤςΠ−ςΑΡ ισ
ρεπρεσεντατιϖε οφ τηε σορτσ οφ αππλιχατιονσ υσεδ ιν πραχτιχε ανδ σηουλδ σηεδ
σοmε λιγητ ον ωηετηερ τηε αλγοριτηmσ προποσεδ ιν τηισ παπερ αρε νεχεσσαρψ, ασ
οπποσεδ το τηε σιmπλερ αππροξιmατε αλγοριτηm οφ Χογλεψ ανδ Σαργεντ (2005).
Φιγυρε 1 πλοτσ α ηιστογραm οφ τηε αχχεπτανχε προβαβιλιτιεσ, ��; ωηιχη δεπενδ
ον
ΘΤ

τ=1Ρ(�τ�1; Θ) εϖαλυατεδ ατ ολδ ανδ χανδιδατε δραωσ. Ιτ ισ βασεδ ον αλλ
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τηε (ποστ βυρν−ιν) ΜΧΜΧ δραωσ ωηιχη σατισφψ τηε ινεθυαλιτψ ρεστριχτιονσ (τηε
ρεmαινινγ δραωσ ηαϖε αχχεπτανχε προβαβιλιτψ οφ ζερο). Ιτ υσεσ ουρ mυλτι−mοϖε
αλγοριτηm ανδ τηε Πριmιχερι πριορ.
Φιγυρε 1 σηοωσ ηοω τηερε ισ α λαργε δεγρεε οφ ϖαριατιον ιν τηισ αχχεπ−

τανχε προβαβιλιτψ αχροσσ ΜΧΜΧ δραωσ. Τηε Χογλεψ−Σαργεντ αππροξιmατε
αλγοριτηm ωουλδ σιmπλψ αχχεπτ αλλ τηεσε δραωσ.6 Χλεαρλψ ουρ αλγοριτηm ηασ
αχχεπτανχε προβαβιλιτιεσ ωηιχη χαν βε θυιτε δι¤ερεντ φροm τηε αλτερνατιϖε οφ
ειτηερ ρεϕεχτινγ ορ αχχεπτινγ εϖερψ χανδιδατε δραω δεπενδινγ ονλψ ον ωηετηερ
ανψ �τ εξηιβιτσ εξπλοσιϖε βεηαϖιορ ορ νοτ. Τηεσε φαχτσ συγγεστ τηατ ασσυmινγΘΤ

τ=1Ρ(�τ�1; Θ) το βε χονσταντ αχροσσ δραωσ (ασ αππροξιmατε mετηοδσ δο)
χαν βε mισλεαδινγ.
Σο φαρ, ωε ηαϖε χοmπαρεδ αλγοριτηmσ ιν τερmσ οφ τηειρ mιξινγ προπερτιεσ

ανδ Μετροπολισ−Ηαστινγσ αχχεπτανχε προβαβιλιτιεσ. Dο τηε αλγοριτηmσ δι¤ερ
ενουγη το ηαϖε συβσταντιαλ ιmπλιχατιονσ φορ εmπιριχαλ ρεσυλτσ? Τηισ δεπενδσ
παρτλψ ον ηοω εmπιριχαλ ρεσυλτσ αρε πρεσεντεδ. Φορ ινστανχε, ιφ τηερε ισ α
σmαλλ αmουντ οφ ποστεριορ προβαβιλιτψ ιν τηε εξπλοσιϖε ρεγιον φορ �τ, ποστε−
ριορ mεανσ ανδ στανδαρδ δεϖιατιονσ ωιλλ βε mυχη mορε ε¤εχτεδ βψ τηισ τηαν
ποστεριορ mεδιανσ ανδ ιντερ−θυαρτιλε ρανγεσ. Το γιϖε αν εξαmπλε οφ τηε πραχ−
τιχαλ ιmπλιχατιονσ οφ τηε ισσυεσ αδδρεσσεδ ιν τηισ παπερ, χονσιδερ τηε Βαψεσ
φαχτορ χοmπαρινγ τηε ρεστριχτεδ mοδελ το τηε υνρεστριχτεδ mοδελ. Τηισ χαν
βε χαλχυλατεδ υσινγ τηε ΜΧΜΧ δραωσ φροm τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ ασ δε−
σχριβεδ ιν (11). Ρεmεmβερ τηατ τηισ Βαψεσ φαχτορ ινϖολϖεσ τωο τερmσ, ονε
ινϖολϖινγ τηε ιντεγρατινγ χονσταντ

ΘΤ

τ=1Ρ(�τ�1; Θ) ανδ τηε οτηερ ινϖολϖινγ
τηε προπορτιον οφ δραωσ ωηιχη σατισφψ τηε ρεστριχτιονσ (τηε λαττερ ωε χαλλεδ
Πρ [Ρεστριχτιονσ αρε τρυε]). Ιν τηισ δατα σετ, υσινγ τηε Πριmιχερι πριορ, ωε
�νδ Πρ [Ρεστριχτιονσ αρε τρυε] = 0:0088.7 Σοmε mιγητ υσε τηισ λαττερ ασ ϖερψ
στρονγ εϖιδενχε αγαινστ τηε ρεστριχτιονσ ιντερπρετινγ ιτ (ινχορρεχτλψ) ασ σαψινγ
τηερε ισ λεσσ τηαν 1% προβαβιλιτψ τηατ τηε ρεστριχτιονσ ηολδ. Ηοωεϖερ, ωηεν
ωε χορρεχτλψ χαλχυλατε τηε Βαψεσ φαχτορ υσινγ (11), ωε �νδ ιτ το βε 0:1977.
Τηισ στιλλ συγγεστσ τηατ τηε ρεστριχτιονσ αρε υνλικελψ το βε τρυε, βυτ το α φαρ
λεσσερ εξτεντ. Τηατ ισ, τηε υνρεστριχτεδ mοδελ ισ ονλψ �ϖε τιmεσ ασ προβα−

6Τηισ στατεmεντ ισ ονλψ αππροξιmατελψ χορρεχτ σινχε τηε Χογλεψ−Σαργεντ αλγοριτηm διφ−
φερσ φροm ουρσ ιν ιτσ τρεατmεντ οφ Θ.

7Ρεmεmβερ τηατ τηισ νυmβερ ισ χαλχυλατεδ υσινγ τηε υνρεστριχτεδ ποστεριορ, νοτ τηε
χανδιδατε γενερατινγ δενσιτψ ιν ουρ mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ. Σινχε τηε υνρεστριχτεδ ποσ−
τεριορ δραωσ Θ χονδιτιοναλ ον αλλ δραωσ οφ �Τ , ωηερεασ ουρ mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ δραω
Θ χονδιτιοναλ ον αχχεπτεδ δραωσ οφ �Τ , τηισ νυmβερ ισ νοτ τηε σαmε ασ τηε προπορτιον οφ
σωιτχηεσ ρεπορτεδ ιν Ταβλε 1.
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βλε ασ τηε ρεστριχτεδ ονε. Αλτερνατιϖελψ, υσινγ τηε ποπυλαρ Κασσ ανδ Ραφτερψ
(1995) ρυλε οφ τηυmβ φορ ιντερπρετινγ Βαψεσ φαχτορσ, τηε Βαψεσ φαχτορ λιεσ ιν
τηε ρεγιον ωηερε τηε ρεχοmmενδεδ χονχλυσιον ισ �σλιγητ εϖιδενχε αγαινστ τηε
ρεστριχτιονσ�. Χλεαρλψ, προπερ τρεατmεντ οφ τηε ιντεγρατινγ χονσταντ χαν βε οφ
συβσταντιαλ εmπιριχαλ ιmπορτανχε ιν ρεαλ ωορλδ αππλιχατιονσ.

4 Χονχλυσιονσ

Ιν τηισ παπερ, ωε ηαϖε δεϖελοπεδ αλγοριτηmσ φορ ιmποσινγ ινεθυαλιτψ ρεστριχ−
τιονσ ον τηε στατεσ ιν στατε σπαχε mοδελσ. Ουρ mετηοδσ αρε θυιτε γενεραλ, βυτ
ωε ηαϖε φοχυσσεδ ον υσινγ τηεm ιν ΤςΠ−ςΑΡ mοδελσ. Ιν παρτιχυλαρ, ωε χον−
σιδερ τηε ιmπορταντ εmπιριχαλ ισσυε οφ ιmποσινγ τηε ρεστριχτιον τηατ τηε ροοτσ
οφ τηε mατριξ πολψνοmιαλ δε�νεδ βψ τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ ατ εαχη ποιντ ιν
τιmε αλλ λιε ουτσιδε τηε υνιτ χιρχλε. Τηερε αρε τωο προβλεmσ ωιτη χονϖεντιοναλ
αλγοριτηmσ φορ ιmποσινγ συχη ρεστριχτιονσ. Φιρστλψ, τηεψ αρε mυλτι−mοϖε αλγο−
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ριτηmσ ωηιχη ινϖολϖε σιmπλψ δισχαρδινγ χανδιδατε δραωσ οφ τηε εντιρε στατε
ϖεχτορ ωηεν τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ ατ ανψ ποιντ ιν τιmε ϖιολατε τηε ινεθυαλιτψ
χονστραιντ. Ιν τηισ παπερ, ωε ηαϖε σηοων ηοω ιτ χαν εασιλψ αρισε ιν πραχτιχε
τηατ ϖιρτυαλλψ αλλ τηε χανδιδατε δραωσ ενδ υπ βεινγ δισχαρδεδ ανδ, το αλλ
ιντεντσ ανδ πυρποσεσ, συχη χονϖεντιοναλ αλγοριτηmσ σιmπλψ δο νοτ ωορκ γιϖεν
�νιτε χοmπυτινγ ποωερ. Το γετ αρουνδ τηισ προβλεm, ωε δεριϖε α σινγλε mοϖε
αλγοριτηm ωηιχη δισχαρδσ ονλψ τηε χανδιδατε δραω ατ τιmε τ ιφ τηε ινεθυαλιτψ
χονστραιντ ισ ϖιολατεδ. Τψπιχαλλψ, ρεσεαρχηερσ αϖοιδ σινγλε mοϖε αλγοριτηmσ φορ
στατε σπαχε mοδελσ σινχε τηεψ mιξ mορε σλοωλψ τηαν mυλτι−mοϖε αλγοριτηmσ.
Ηοωεϖερ, ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ, ωε �νδ τηατ τηε χοστ ιmποσεδ βψ σλοωερ
mιξινγ ισ ρελατιϖελψ σmαλλ. Φυρτηερmορε, ουρ σινγλε mοϖε αλγοριτηm ωορκσ ιν
χασεσ ωηερε τηε mυλτι−mοϖε αλγοριτηm φαιλσ.
Α σεχονδ προβλεm ωιτη χονϖεντιοναλ αλγοριτηmσ ισ τηατ τηεψ αρε αππροξ−

ιmατε, ιγνορινγ α χερταιν ιντεγρατινγ χονσταντ. Τηισ ιντεγρατινγ χονσταντ
χαν βε αωκωαρδ το χαλχυλατε (σινχε ιτ οφτεν ρεθυιρεσ τηε υσε οφ σιmυλατιον
mετηοδσ). Βυτ νεϖερτηελεσσ, ουρ εmπιριχαλ ινϖεστιγατιονσ ινδιχατε τηατ ιτ ισ
ιmπορταντ το ινχλυδε ιτ σινχε ιτ χαν ϖαρψ συβσταντιαλλψ αχροσσ ΜΧΜΧ δραωσ
ανδ ηαϖε α συβσταντιϖε ιmπαχτ οφ ρεσυλτσ.
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Αππενδιξ: Τρεατmεντ οφ Μεασυρεmεντ Ερρορ Χοϖαρι−
ανχε Ματριξ ανδ Αδδιτιοναλ Dεταιλσ αβουτ Πριορσ
Ιν τηε βοδψ οφ τηε παπερ, ωε λεφτ Ητ υνσπεχι�εδ. Τηισ αππενδιξ προϖιδεσ

δεταιλσ αβουτ ηοω τηισ ισ τρεατεδ ιν ουρ εmπιριχαλ ωορκ. Τηε αππροαχη ισ τηε
σαmε ασ ιν Πριmιχερι (2005) σο ωε ο¤ερ ονλψ τηε γενεραλ ουτλινε ανδ ρεφερ τηε
ρεαδερ το Πριmιχερι�σ παπερ φορ εξαχτ φορmυλαε φορ τηε ρελεϖαντ βλοχκσ οφ τηε
ΜΧΜΧ αλγοριτηm. Wε βεγιν ωιτη α τριανγυλαρ ρεδυχτιον οφ Ητ συχη τηατ:

ΑτΗτΑ
0
τ = �τ�

0
τ

ορ

Ητ = Α
�1
τ �τ�

0
τ

�
Α�1τ

�0
;

ωηερε �τ ισ α διαγοναλ mατριξ ωιτη διαγοναλ ελεmεντσ �ϕ;τ φορ ϕ = 1; ::; π ανδ
Ατ ισ τηε λοωερ τριανγυλαρ mατριξ:

Ατ =

2
66664

1 0 ::: : 0
α21;τ 1 ::: : :
: : ::: : :
: : ::: 1 0
απ1;τ : ::: απ(π�1);τ 1

3
77775
:

Φορ �τ α στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ φραmεωορκ ισ υσεδ. Ιν παρτιχυλαρ, ιφ �τ =
(�1;τ; ::; �π;τ)

0, ηι;τ = λν (�ι;τ), ητ = (η1;τ; ::; ηπ;τ)
0 τηεν ωε υσε:

ητ+1 = ητ + υτ;

ωηερε υτ ισΝ (0;W ) ανδ ισ ινδεπενδεντ οϖερ τ ανδ οφ ∀τ ανδ �τ. Τηε αλγοριτηm
οφ Κιm, Σηεπηαρδ ανδ Χηιβ (1998) χαν βε υσεδ το δραω τηεσε ϖολατιλιτιεσ.
Το δεσχριβε τηε mαννερ ιν ωηιχη Ατ εϖολϖεσ, σταχκ τηε υνρεστριχτεδ ελε−

mεντσ βψ ροωσ ιντο α π(π�1)
2

ϖεχτορ ασ ατ =
�
α21;τ; α31;τ; α32;τ; ::; απ(π�1);τ

�0
. Τηεσε

αρε αλλοωεδ το εϖολϖε αχχορδινγ το τηε στατε εθυατιον:

ατ+1 = ατ + �τ,

ωηερε �τ ισ Ν (0; Χ) ανδ ισ ινδεπενδεντ οϖερ τ ανδ οφ υτ, ∀τ ανδ �τ. . Φολ−
λοωινγ Πριmιχερι (2005), ωε ασσυmε Χ το ηαϖε α βλοχκ διαγοναλ στρυχτυρε
συχη τηατ τηε χοε′χιεντσ ιν Χ βελονγινγ το εαχη εθυατιον αρε ινδεπενδεντ
οφ ονε ανοτηερ. Wιτη ρεγαρδσ το ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm, τηισ mεανσ τηατ ωε
χαν τρανσφορm τηε οριγιναλ mεασυρεmεντ εθυατιον σο τηατ τηε Dυρβιν ανδ
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Κοοπmαν (2002) αλγοριτηm χαν βε υσεδ το δραω τηε στατεσ ονε εθυατιον ατ
α τιmε.
Ποστεριορ δραωσ W ανδ τηε βλοχκσ οφ Χ ινϖολϖε τηε στανδαρδ Wισηαρτ

φορmσ. Φυλλ δεταιλσ αρε γιϖεν ιν Πριmιχερι (2005) ορ Κοοπ, Λεον−Γονζαλεζ
ανδ Στραχηαν (2007). Wιτη ρεσπεχτ το τηε πριορσ φορ W ανδ Χ ασ ωελλ ασ
τηε ινιτιαλ χονδιτιονσ ιν τηε τωο στατε εθυατιονσ τηατ αππεαρ ιν τηε ϖολατιλιτψ
σπεχι�χατιον, συ′χε ιτ το νοτε ηερε τηατ ωε υσε εξαχτλψ τηε σαmε τραινινγ
σαmπλε πριορ ασ ιν Πριmιχερι (2005) ορ Κοοπ, Λεον−Γονζαλεζ ανδ Στραχηαν
(2007).
Wε τρεατ �0 ασ α ρεγρεσσιον ε¤εχτ ανδ, φολλοωινγ Πριmιχερι (2005), υσε α

πριορ οφ τηε φορm:

�0 � Ν
�
β�; 4βς

�
;

ωηερε βς ισ δε�νεδ ιν τηε βοδψ οφ τηε παπερ.
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